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Kurzfassung 
Die vorliegenden Arbeit beschreibt die Entwicklung, Validierung und 

Kalibrierung eines dreidimensionalen, numerischen Modells zur Simulation 
des instationären Fluid- und Wärmetransports in gesättigten, heterogenen, 
porösen Medien. Mit diesem Modell sollte der Prozess der Wärmeübertra
gung im Erdreich, wie er durch den Betrieb von Wärmepumpenanlagen mit 
vertikalen Erdkollektoren angeregt wird, näher untersucht sowie Möglich
keiten und Grenzen derartiger Systeme aufgezeigt werden. Darüber hinaus 
werden Simulationsläufe für die Prognose des in größenen Tiefen (> 1000m) 
herrschenden Temperaturfeldes sowie für den konduktiven Wärmetransport 
in der ungesättigten Bodenzone vorgestellt. 

Das vorliegende finite Differenzenmodell, ein modular aufgebautes 
FORTRAN77 Computer-Programm, löst simultan die Strömungsgleichung 
und die konduktiv-konvektive Wärmetransportgleichung durch Einsatz 
zweier alternativer Iterationsverfahren. Es können jedoch auch Teilaspekte 
wie Grundwasserströmung oder rein konduktiver Wärmetransport simuliert 
werden. 

11 

Abstract 
This paper describes the development, Validation and calibration of 

a three-dimensional numerical model which enables the Simulation of 
transient mass and heat transfer in saturated heterogenous porous media. 
The major purpose was to get a better impression of heat transfer process in 
the surrounding of vertical earth heat exchangers which are used as a heat 
source for heat pumps. Additionally some sample computations dealing 
with forcasting the temperature field in great depth (> 1000m) and the 
pure conductive heat transfer in soils are presented. 

The modular FORTRAN77-computer code solves simultanously the 
Darcy - equatiori and the conductive-convective heat transfer equation with 
two alternative iteration schemes. The code can also be used as a ground-
water model or simple conductive heat transfer model. 
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1 Einleitung 
Die Verknappung der fossilen Brennstoffträger, wachsendes Umwelt

bewußtsein und nicht zuletzt ökonomische Gesichtspunkte haben in den bei
den letzten Jahrzehnten zu einer Vielfalt von Forschungsaktivitäten geführt, 
die vorhandenen Energiereserven so umweltschonend wie möglich zu nutzen. 
Dabei wurden große Fortschritte in der besonders umweltfreundlichen Nut
zung der Wind- und Solarenergie erzielt. Dennoch können diese Techniken 
in den dichtbesiedelten Industrieländern mit ihrem hohen Energieverbrauch 
nur mittelfristig die bisherigen Verfahren ersetzen, so daß z.B. die Stromer
zeugung aus Atomenergie und Kohle noch bis in das nächste Jahrtausend 
von großer Bedeutung sein wird. Die zunehmende Luftverschmutzung und 
die damit verbundene Gefahr einer globalen Klimakatastrophe drängt zum 
Handeln. Auf dem häuslichen Sektor existiert neben den Solarkollektoren 
bereits eine Technik, mit der man die Verbrennung von fossilen Brenn
stoffen stark einschränken oder gar vermeiden kann - die erdgekoppelte 
Wärmepumpe. Mit einer solchen Anlage wird den obersten 20 bis 100m 
der Erdkruste Wärmeenergie entzogen, die dann in komprimierter Form 
zur Warmwasserbereitung und Beheizung von Gebäuden dienen kann. 

Da Erdsondenwärmepumpenanlagen ein geschlossenes System darstel
len, ist auch erdseitig eine gute Umweltverträglichkeit gewährleistet. Spe
ziell in Ballungsräumen mit ihren anthropogen z.T. erheblich erwärmten 
Grundwasserleitern wäre schon aus wasserhygienischen Gründen der Be
trieb solcher Anlagen geradezu wünschenswert, / 8 2 / , / 8 9 / . Elektrisch ange
triebene Wärmepumpenanlagen sind jedoch unter dem Aspekt des Primär
energieverhältnisses nur dann sinnvoll, wenn ihre Leistungszahl, der Quoti
ent aus der an das Heizungssystem abgegebenen und investierten Energie, 
den Wert von 3 nach Möglichkeit überschreitet. Für die Leistungszahl sind 
neben rein technischen Aspekten wie der Auslegung des Heizungssystems 
und der Anlagensteuerung vorallem die Eigenschaften des Entzugsmediums 
verantwortlich. Wichtige physikalische Parameter sind hierbei: 

9 die unbeeinflußte Erdreichtemperatur 

• die Wärmeleitfähigkeit des Gesteins oder Bodens 

• die Wärmekapazität des Gesteins oder Bodens 

• der Anteil des Porenraumes und sein Wassersättigungsgrad 

• eventuell das Vorhandensein von fließendem Grundwasser 
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• die Eigenschaften des Hinterfüllmaterials 

Da man aus Kostengründen und z.T. aus räumlichen Beschränkungen 
geneigt ist, die vertikalen Wärmetauscher so eng nebeneinander wie möglich 
zu placieren und die insgesamt einzubauende Sondenlänge zu minimieren, 
sind für ein optimales Anlagenlayout stets Berechnungen des erdseitigen 
Wärmetransports erforderlich. 

Speziell für überschlägige Berechnungen existieren bereits eine Reihe 
von PC-Programmen, durch deren Einsatz man den Einfluß der Wärmetau
scherlänge, des Rückfüllmaterials, der thermischen Eigenschaften des Ge
steins usw. auf die zu erwartende Entzugsleistung abschätzen kann / 6 2 / . 
Der Vorteil dieser Programme liegt in ihrer einfachen Handhabung und 
hohen Rechengeschwindigkeit. Da sie jedoch durchwegs auf analytischen 
Lösungen basieren, lassen sich nur relative einfache Symmetrien und Rand
bedingen mit ihnen lösen. 

Das hier vorgestellte numerische Modell eignet sich wegen der sehr 
aufwendigen Datenvorbereitung und dem z.T. immensen Rechenzeitbedarf 
weniger für den Installateurbetrieb, es stellt vielmehr ein Instrument für 
Parameterstudien an den in die Berechnung einfließenden physikalischen 
Größen dar. 

1.1 P r o b l e m s t e l l u n g 

Der erste Teil der vorliegenden Arbeit beschreibt die Entwicklung 
eines dreidimensionalen, strömungsgekoppelten Wärmetransportmodells 
auf Basis der finiten Differenzen. Dieses Modell sollte in der Lage 
sein, den über Erdwärmetauscher angeregten Wärmetransport im Erdreich 
unter Berücksichtigung des strömenden Grundwassers und des möglichen 
Phasenwechsels von Wasser hinreichend genau nachzubilden. Strömungsteil 
und Wärmetransport tei l des Programms wurde getrennt von einander gegen 
analytische Lösungen validiert. Ferner dienten Vergleichssimulationen mit 
anderen Modellen zur Validierung gegenüber Problemstellungen, zu denen 
keine analytischen Lösungen existieren. 

Im zweiten Teil sollten eine Reihe von Simulationsläufen Aufschluß da
rüber geben, welche physikalischen Parameter von maßgeblicher Bedeutung 
für die oben geschilderte Problematik des Wärmeentzugs sind. Ferner wer
den Simulationsergebnisse des Modells zum rein konduktiven Wärmetrans
port in Böden und zur Temperaturprognose in übertiefen Bohrungen vor
gestellt. 
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1.2 B i sher ige A r b e i t e n 

Die zum Thema Erdsondenwärmepumpenanlagen und Erdwärmespei-
cherung in Aquiferen existierende Literatur ist, obwohl es sich hierbei noch 
um eine vergleichsweise junge Technologie handelt, bereits sehr umfang
reich / 3 1 / . Einen sehr guten Überblick über die Entwicklungsstufen des 
oben beschriebenen Systems erhält man von / 1 6 / . 

Die zur Problematik des Wärmetransportes im Erdreich bereits existie
renden Computermodelle kann man in zwei Gruppen einteilen: Die erste 
Gruppe vefügt in der Regel über einen relativ einfachen — meist rein kon
duktiven — Wärmetransporttei l . Allerdings können mit dieser Kategorie 
von Programmen meistens auch die Wärmetransportvorgänge innerhalb des 
Wärmetauschers und vom Wärmetauscher zum Entzugsmedium behandelt 
werden. Ferner gestatten diese Modelle oft auch die Wahl zwischen unter
schiedlichen Koordinatensystemen (kartesisch, radial, zylindrisch, sphärisch 

Die zweite Kategorie von Programmen behandelt mehr allgemein den 
Wärme- bzw. Stofftransport in porösen Aquiferen. Eine nahezu vollstän
dige Übersicht der zu dieser Gruppe gehörigen Modelle sowie eine kurze 
Beschreibung des jeweiligen Leistungsumfanges wird durch / 1 0 / , / 212 / und 
/ 9 9 / vorgestellt. 

Der bei weitem überwiegende Teil der allgemein zugänglichen Pro
gramme letzterer Kategorie s tammt aus den Vereinigten Staaten von Ame
rika, und hier im besonderen vom U. S. Geological Survey. Dies hängt zum 
einen damit zusammen, daß in den USA die Infiltration von Kühlwasser 
und flüssigen Industrieabfällen in tiefe Porenwasserleiter intensiv diskutiert 
wurde und noch wird. Ferner wurde nahezu die gesamte Pionierarbeit auf 
dem Sektor der Modellierung hydrologischer Fragestellungen dort geleistet. 
Zum anderen wird speziell in Europa bei der Veröffentlichung derartiger 
Programme wesentlich restriktiver verfahren. 

Da jedoch nach intensiver Literaturrecherche keines der allgemein 
verfügbaren Programme in der Lage zu sein schien, die geschilderte 
Problematik vollständig zu lösen, bestand nur die Möglichkeit, entweder 
ein vorhandenes Programm um die fehlenden Aspekte zu ergänzen oder 
ein neues Modell zu schreiben. Der Autor entschied sich 
für eine Neuentwicklung, weil sie zum einen dem besseren Verständnis 
der zu behandelnden Materie diente und zum anderen nur sehr wenige 
als Quellentext verfügbare Programme so strukturiert sind, daß sich 
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Erweiterungen leicht integrieren lassen, / 1 3 2 / , / 2 0 9 / . Das im folgenden 
vorgestellte Wärmetransportmodell trägt den Namen TRADIKON-3D, der 
als Kürzel für Transport von Wärme durch Diffusion und Konvektion in 3 
Dimensionen steht. 
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2 Numerische Grundlagen 

2.1 D i e G r u n d w a s s e r s t r ö m u n g s g l e i c h u n g 

Das durch ein dreidimensionales, poröses Medium fließende Grundwas
ser läßt sich nach / 1 9 / berechnen: 

wobei: 

h Piezometerhöhe, [L] 

Ss spezifischer Speicherkoeffizient, [L - 1 ] 

kf hydraulische Leitfähigkeit, [Lt'1] 

Bei anisotropen und heterogenen Verhältnissen und nach Einführung 
des Quellentermes ändert sich G7.(2.00) zu: 

„ /', 8h\ „ 8h „ , 

V ijT) = aH + Qw ^ ^ 

Qw stellt den Volumenstrom pro Einheitsvolumen dar. Nimmt man ferner 
an, daß die Achsen des kartesischen Koordinatensystems mit den Achsen 
der Anisotropie zusammen fallen, so schreibt sich Gl.(2.Ol) in expandierter 
Form: 

8 / 8h\ 8 / , 8h\ 6 / , 6h\ _ _ 8h 
j - kxxJ~ + F " kyyj- + 7 - kzz~ )-Qw= Ss— 2.02 
bx \ bx) by \ by J bz \ bz J bt 

wobei kxx, kyy und kzz die Hauptkomponenten des hydraulischen Leitfähig
keitstensors mit der Einheit [Li"1] repräsentieren 

In dreidimensionalen fmiten Differenzen Modellen diskretisiert man ge
wöhnlich unterschiedliche hydraulische Stockwerke durch eine lagenweise 
Anordnung von Knoten, / 132 / , / 200 / . Multipliziert man eine derartige 
Einheit mit ihrer Mächtigkeit m, so erhält nach G7.(2.02): 

8 (^ 8h\ 8 / 8h\ 8 ( , 8h\ ^ „,8h /n _ , 
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wobei Txx und Tyy die Hauptkomponenten des Transmissivitätstensors mit 
[L2£ - 1] darstellen und S' für den dimensionslosen Speicherkoefßzienten 
steht. Die Darcy- oder Filtergeschwindigkeit Vf kann bei bekannter Piezo-
meterhöhenverteilung wie folgt berechnet werden: 

, 8h , lS 
Vf==kf-~ (2.04) 

OX{ 

und die Abstandsgeschwindigkeit va nach: 

». = ¥ (2-05) 

2.2 M e c h a n i s m e n d e s W ä r m e t r a n s p o r t s 

Wärme wird als Energie, die unter einem Temperaturgradienten 
transportiert wird, definiert. Sie fließt von Regionen höherer Temperatur in 
Gebiete niedriger Temperatur. Man unterscheidet drei verschiedene Arten 
des Wärmetransports - Konduktion, Strahlung und Konvektion. 

2 .2.1 K o n d u k t i o n 

Konduktion oder Wärmeleitung findet innerhalb eines Körpers mit Be
reichen unterschiedlicher Temperatur oder zwischen zwei unterschiedlichen 
Körpern, die in Kontakt miteinander stehen und unterschiedlich temperiert 
sind, stets entlang des Temperaturgefälles s tat t . Der physikalische Vor
gang der Konduktion spielt sich im molekularen Bereich ab und umfaßt die 
Übertragung von Energie höherenergetischer Moleküle auf solche, die sich 
auf einem niedrigeren Energieniveau befinden. Makroskopisch betrachtet 
ist der Wärmefluß g" pro Flächeneinheit proportional zum Temperaturgra
dienten, so daß man nach dem Fourier Gesetz der Wärmeleitung formulieren 
kann: 

f = ~I<fx (2.06) 

Die Proportionalitätskonstante K wird als Wärmeleitfähigkeitskonstante 
oder auch kurz als Wärmeleitfähigkeit bezeichnet. Sie ist eine materialspe
zifische Größe und in der Regel temperaturabhängig. In Kristallen kann 
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die Wärmeleitfähigkeit für verschiedene kristallographische Richtungen un
terschiedliche Werte annehmen, d.h. K wird zum Tensor (K-Elipsoid), 
/ 3 8 / . Das negative Vorzeichen in (2.06) resultiert aus der Tatsache, daß die 
Wärme in Richtung des Temperaturgradienten übertragen wird. Berück
sichtigt man, daß es sich beim Wärmefluß um einen dreidimensionalen Vor
gang handelt, so kann man das Fourier Gesetz auch allgemeiner formulieren 
mit 

q» = -KVT (2.07) 

wobei V für den dreidimensionalen Laplace- Operator steht und es sich 
bei T um das skalare Temperaturfeld handelt. Betrachtet man den 
eindimensionalen Wärmefluß senkrecht durch eine ebene Wand in der 
Richtung x, so liefert die Integration von Gl.(2.06): 

K A 
J=^(T2-T1) (2.08) 

öx 

wobei 6x die Wandstärke, T\ und T2 die Temperatur an den beiden Rändern 
und J nach q" — J/A den Wärmefluß durch eine Fläche bezeichnet. Durch 
Umformung von Gl.(2.08) und Definition erhält man in Anlehnung an das 
Ohmsche Gesetz nach: 

Ä- = YÄ (2-09) 

den Wärmewiderstand. Man kann somit auch formulieren: 

T2 — Ti T2 — T\ thermische Potentialdifferenz ,n^nS 

J = l 1 = — = ————— (2.10) 
Ax/RA Rw thermischer Widerstand 

Neben den erwähnten Größen existiert eine weitere, die in enger Beziehung 
zur Wärmeleitfähigkeit steht und als Temperatur-Leitwert oder thermische 
Diffusivität a? bezeichnet wird. 

anr = — (2.11) 
pc 

Hierbei steht c für die spezifische Wärmekapazität und p für die Dichte des 
betreffenden Körpers oder Stoffes. Der Temperaturleitwert bestimmt die 
Zeit, die zum Abbau eines Temperaturgefälles über eine Strecke d benötigt 
wird. Die thermische Relaxationszeit r berechnet sich somit nach: 

r = ^ ( 2 . 1 2 ) 
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Bei vielen Wärmeleitungsprozessen ist die Temperatur nicht konstant, 
d.h. es fließt in ein Volumenelement mehr Wärme hinein als durch die 
Ränder entweichen kann. Die Nettobilanz wird durch die Divergenz der 
Wärmestromdichte beschrieben. Man formuliert daher die allgemeine Wär
meleitungsgleichung nach: 

Crp j / ~ jr 

— = — div gradT = — V T (2.13) 
et pc pc 

2.2.2 S t r a h l u n g 

Thermische- oder auch Infrarot-Strahlung ist eine elektromagnetische 
Strahlung, die prinzipiell von jedem Körper als Folge der Wärmebewegung 
emittiert wird. Sie besitzt also dieselbe Natur wie sichtbares Licht, 
Röntgen-Strahlen oder Radiowellen. Der Unterschied besteht nur in ihrer 
Wellenlänge und der Quelle ihrer Entstehung. Während die Wärmeleitung 
an die Präsenz von Materie gebunden ist, breitet sich thermische Strahlung 
im Vakuum am besten aus. Für das hier betrachtete Medium und 
den dazugehörigen Temperaturbereich kann der Wärmetranspor t über 
Strahlung als bedeutungslos eingeschätzt werden. 

2.2.3 K o n v e k t i o n 

Nimmt man an, daß ein strömendes Fluid keine Wärmeleitfähigkeit 
besitzt, so hat die rein konvektive Wärmetransportgleichung die Form: 

crp 

-pwCwqVT + Qe = PwCwjj- (2.14) 

Strömt dieses Fluid durch ein nichtwärmeleitendes poröses Medium mit 
einer Porosität $ , dann erweitert sich Gl.(2.14) zu 

-pwCwqVT + Qe = [pw$Cw + Pg(l - $)Cg] ̂  (2.15) 

Nimmt man schließlich an, daß der Wärmetransport sowohl konduktiv als 
auch konvektiv erfolgt und das Fluid sich im Temperaturgleichgewicht mit 
dem durchströmten Medium befindet, so schreibt man: 

V • (KVT) - PwCwqVT + Qe = [pw§Cw + Pg(l - $)Cg] ̂  (2.16) 

oder in expandierter Form, wenn die Komponenten des Leitfähigkeitstensors 
parallel zu den Achsen des kartesischen Koordinatensystems verlaufen: 

L (KJ-) + A 
6x \ xx 6x J 6y 

6 f
K™\ -6T_ 

yv6y) + 8z \""6zJ 

n 6T r 6J-- r ^MH -
PwQx^w C ~~ PwQy^iv c PwQz^w c T tye — 

bx oy dz 

[Pw$CW + Pg(l - $)Cg] 
8JL (2.17) 

2.3 K o n v e k t i o n und Diffusion 

Der Diffusions- und Konvektionsterm wird numerisch als eine untrenn
bar mit einander verknüpfte Einheit behandelt. Gemäß / 1 5 1 / stehen für 
eine solche Verfahrensweise mehrere Methoden zur Auswahl. Die Grundi
dee ist die, daß man in Abhängigkeit der lokalen Peclet - Zahl, Konvektion 
und Diffusion unterschiedlich gewichtet addiert, als einen Term auffaßt. 
Die dimensionslose Peclet-Zahl Pe stellt das Produkt aus Reynolds-Zahl 
Re und Prandtl-Zahl Pr bzw. den Quotienten aus Konvektions- und Dif-
fusionskoeffizienten dar. TRADIKON-3D bietet der Vollständigkeit halber 
die Möglichkeit, alternativ eine der fünf bekannten Wichtungsfunktionen zu 
berücksichtigen: 

Tab. 1: Die Wichtungsfunktion .4(jPe|) für die verschiedene Verfahren 
nach /151 / . 

V e r f a h r e n Formel für A( |Pe | ) Referenz 

Zentrale Differenzen 
Upwind- Schema 
Hybrid- Schema 
Power-Law-Schema 
Exponential-Schema 

1 - 0.5 \Pe\ 
1 

A M A X l [ 0 , l ~ 0 . 5 | F e | ] 
AMAXI[0, ( 1 - 0 . l | P e | ) 5 ] 

|Pe | / (e l P e l - 1) 

COURANT (1952) 
SPALDING (1972) 
PATANKAR (1979) 
PATANKAR (1980) 
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Hierbei bedeuten \Pe\ den Absolutbetrag der Peclet-Zahl und die aus 
der Programmiersprache FORTRAN stammende Funktion AMAXI die 
größte Zahl der in dem darauffolgenden Klammerausdruck aufgeführten 
Argumente. Alle Verfahren führen bei kleinen Peclet-Zahlen, d.h. |JPe| < 2, 
zu physikalisch realistischen Ergebnissen. Da die Peclet-Zahl auch eine 
Funktion des Knotenabstandes ist und man aus Gründen der Ökonomie 
nicht beliebig fein diskretisieren kann, sollte dem Exponential- oder dem 
Power-Law-Schema der Vorzug eingeräumt werden, /151 / . 

T i i |—i—i—i—r—|—i—i—i—i—| i i—r~T—r -i—i—i—i—1—r 

Upwind - Schema 

Power - Law - Schema 

Exponential — Schema 

Hybrid - Schema 

\- -Zentrale Differenzen 
| < ' i i | V i i—i—| i i i i | i—i—i—i | i—i—r—i—1~t—i—n ]—i—t—T-

0 1 2 \ 3 4 5 6 7 

Abb. 1: Verlauf der Funktion A( |Pe | ) für die in Tab. 1 aufgeführten 
Verfahren 

Ein speziell bei der Simulation von Schadstofftransportvorgängen auf
tretender, unangenehmer Begleiteffekt ist das Phänomen der numerischen 
Dispersion, / 106 / , auch falsche Diffusion, / 1 5 1 / , genannt. Sie läßt sich be
sonders gut bei der Simulation der Ausbreitung eines diffusions- und disper
sionsfreien Tracers diagonal durch ein finites Differenzen Raster beobachten. 
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Dadurch, daß der somit nur rein konvektiv erfolgende Transport verfahrens
bedingt nur senkrecht zu den Zellengrenzflächen des Rasters erfolgen kann, 
kommt es zu einer unrealistischen Aufspreizimg der Schadstoff ahne, deren 
Ausmaß seinerseits eine Funktion der Gitter-Peclet-Zahl ist. Bei den hier 
betrachteten Vorgängen des Wärmetransportes in porösen Medien tr i t t der 
Effekt der numerischen Dispersion nur bei sehr hohen Fließgeschwindigkei
ten auf. Sofern man in solchen Fällen Kenntnis von dem Strömungsfeld 
hat, kann er durch eine parallel zur Fließrichtung verlaufenden Orientie
rung einer Achse des finiten Differenzen - Koordinatensystems minimiert 
werden. 

2.4 Diffusion und Dispers ion in porösen M e d i e n 

Eine Flüssigkeit bewegt sich in porösen oder klüftigen Medien auf 
tortuosen Bahnen. Die daraus resultierende makroskopische Vermischung 
der Flüßigkeit wird als mechanische Dispersion bezeichnet. Dieser Vorgang 
unterscheidet sich von der molekularen Diffusion, die eine mikroskopische 
Natur besitzt. Der gesamte Dispersionsvorgang spaltet sich also in eine 
molekulare Diffusion und eine mechanische Dispersion auf. 

Für einen nichtisothermalen Fließ vor gang in einem porösen Medium 
mit einem gegebenen Konzentrationsgradienten läßt sich der effektive 
hydrodynamische Dispersionskoeffizient De und der effektive thermische 
Dispersionskoeffizient Ke beschreiben mit 

De = D0 + D' bzw. Ke = K + K' (2.18) 

Hierbei bedeuten D0 und D' die Massendiffusions- und Massendispersions
koeffizienten, K und K' die thermische Leitfähigkeit bzw. den thermischen 
Dispersionskoeffizienten des flüssigkeitsgefüllten Mediums. 

Der Dispersionsvorgang besitzt eine anisotrope Natur, wobei der 
longitudinale Dispersionskoeffizient DL meist ein bis zwei Größenordnungen 

+ OT. Drr, l ipfTf / I Q / / 1 R O / 
U U C i (J.CL11 l i c i l i o V C l ö a i C U j_/ l0 j -»^ lOJ.vJ l loJ.v«_»v^xxi . i jxv^ j j .uvyXi . J_^ j " C g u , i +<->/ ,/ J - U u / • 

Die Korrelationsgleichung für den longitudinalen Massendispersionsko
effizienten läßt sich nach 741/ folgendermaßen formulieren: 

^ = C i ( P e ) m (2.19) 
D0 

mit C1 = 0.5 und 1 < m < 1.2 für Pe < 102 bzw. Cx = 1.8 und ra = 1 
für 102 < Pe < 105. Pe entspricht hierbei der molekularen Peclet-Zahl 
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für den Massentransport mit Pe — vd/D0, d = Korndurchmesser, v = 
Darcy-Geschwindigkeit und D0 = Massendiffusionskoeffizient. 

Es bestehen zwei Hauptunterschiede zwischen dem thermischen Disper
sionskoeffizienten und dem Massendispersionskoeffizienten: Erstens erfolgt 
der Transport von Wärme in porösen Medien auch — in der Regel sogar 
zum deutlich überwiegenden Anteil — über die Gesteinsmatrix während 
dies beim Massentransport nicht möglich ist und zweitens rangiert der ther
mische Diffusionskoeffizient etwa drei Größenordnungen über dem Massen
diffusionskoeffizienten, / 1 9 / . 

Während selbst bei sehr kleinen Fließgeschwindigkeiten Massendisper-
sionseffekte außerordentlich wichtig sind, spielen thermische Dispersions Vor
gänge bei kleinen Fließgeschwindigkeiten keine Rolle. Deswegen wird in der 
vorliegenden Arbeit die thermische Dispersion vernachlässigt. 

2.5 P h a s e n w e c h s e l von W a s s e r 

Da das hier vorgestellte Modell in der Lage sein sollte, die Betriebs
bedingungen einer Erdsondenwärmepumpenanlage so wirklichkeitsnah wie 
möglich zu simulieren, kam der Phasenumwandlung des im Boden oder Ge
stein enthaltenen Wassers eine gewisse Bedeutung zu. Bei der Phasenum
wandlung von Wasser in Eis wird eine Wärmeenergie von 6030 kJ/mol oder 
3.336 • 105 J/kg freigesetzt, eine Energie, die ausreicht, eine entsprechnede 
Stoffmenge Wasser von 0 auf etwa 78 °C zu erwärmen. Unter Laborbe
dingungen gefriert reines Wasser erst, wenn diese Energie, die sogenannte 
Schmelzwärme oder -enthalpie, aufgezehrt wurde. Derartige Bedingungen 
lassen sich durch einen isothermalen Algorithmus simulieren, bei dem die 
Temperatur des betreffenden Knotens solange konstant gehalten wird, bis 
die Nettobilanz aller zu- und abgeflossenen Energieströme zur Regeneration 
(beim Auftauen) oder zum Aufzehren (beim Gefrieren) der Schmelzenthal
pie ausgereicht hat. 

Bei der Berechnung eines instationären Temperaturfeldes erhält man 
durch die Anwendung des obigen Verfahrens stets einen plateauartigen 
Temperaturverlauf, der sich jedoch beim Gefrieren von Boden nicht 
beobachten läßt. Dafür sind eine Vielzahl von Gründen verantwortlich von 
denen hier nur einige erwähnt werden: 

• Porenwasser ist stets, wenn auch in unterschiedlichem Maße, 
mineralisiert, was zu einer Schmelzpunkterniedrigung führt 
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• der Schmelzpunkt des Porenwassers ist abhängig vom Wasser
gehalt des Bodens, / 1 4 5 / 

• der Boden weist eine Vielzahl von unterschiedlich großen Po
ren auf, in denen das darin enthaltene Wasser bei unterschied
lichen Temperaturen gefriert; das Haftwasser gefriert z.T. erst 
deutlich unterhalb von —10 °C 

• das nicht drainierbare Porenvolumen gestattet nur eine einge
schränkte Seitenausdehnung des beim Gefrieren sein Volumen 
vergrößernden Wassers; dies führt zu einer Druckerhöhung und 
damit zu einer Schmelzpunkterniedrigung. 

Ausgehend von der Überlegung, daß eine relativ einfache e-Funktion 
in der Lage sein müßte, die mit abnehmender Temperatur allmählich statt
findende Umwandlung von Wasser in Eis hinreichend exakt nachzubilden, 
wurde das im Folgenden diskutierte Verfahren entwickelt: 

Grundvoraussetzung ist zunächst eine möglichst genaue Kenntnis von 
dem Zweiphasendiagramm (Wasser/Eis) des zu berechnenden Entzugsme
diums. 

100 

Abb. 2: 

T e m p e r a t u r , C 

Beginn der Phasenumwandlung von Wasser; hier bei 0 °C. 
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Die in Abb. 2 dargestellten Kurvenscharen markieren den Anteil des 
noch ungefrorenen Wassers. Die Kurven mit Z = 1 bis Z = 0.25 könnten 
auf einen tonig-schluffigen Boden zutreffen, während die Kurven mit Z = 20 
bis Z = 2 für ein eher grobklastisches Material der Kies- bis Sandfraktion 
sprechen. Die in der Literatur, / 6 4 / , dokumentierten Gefrierversuche an 
Böden scheinen diese Annahme zu bestätigen. 

Rechnet man nun die Schmelzenthalpie des noch verbleibenden, 
ungefrorenen Wassers gemäß: 

/.T+AT c_. 
(2.17) 

wobei: 

^w 

c = 

5 ^ e 

•St-wi -s*- e 

^w * Xw + Ce * Xe -f-

Wärmekapazität 

Volumenanteile 

ÄTJT 

^ Sxu 

von Wasser und Eis 

von Wasser und Eis 

dT 

Hf Schmelzwärme pro Masseneinheit des noch ungefrore
nen Wassers 

Sxu Änderung des Volumenanteils von ungefrorenem Wasser 
über das Temperaturintervall A T 

auf die Wärmekapazität des Wasser um, so resultieren die in Abb. 3 
dargestellten Kurvenscharen. 

Im Modell wird nun so verfahren, daß bei ablaufendem Phasenwechsel 
nicht nur die Temperatur des betreffenden Knotens sondern auch der 
Anteil des ungefrorenen Wassers und damit die effektive Wärmekapazität 
iterativ best immt werden muß. Dabei darf die maximale Änderung 
des Volumenanteils von ungefrorenem Wasser ein bestimmtes Maß nicht 
überschreiten, da es sonst zu erheblichen Berechnungsfehlern kommt. 
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T-r-T-r-r-p-i-r-r-p 

Modell: Y = 100. * e(z*x> 

1 0 - 1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8 - 9 - 1 0 

T e m p e r a t u r , °C 

Berechnete Wärmekapazität von teilgefrorenem Wasser; die Ordi
nate wurde aus Gründen der Übersichtlichkeit logarithmisch darge
stellt. 

3 Numerische Behandlung der Gleichungen 

Aufgrund der Komplexität der physikalischen Phänomene, die beim 
Wärmetransport im Erdreich wirksam sind, lassen sich für deren Berech
nung nur unter sehr starken Vereinfachungen analytische Lösungen herlei
ten. Man ist also auf ein leistungsfähiges numerisches Verfahren angewie
sen, das in der Lage sein muß, auch komplizierte Anfangs- und Randbe
dingungen zu bewältigen. Die gebräuchlichsten numerischen Verfahren zur 
Berechnung der Strömung und des Stofftransportes in Aquiferen sind: 

• die fmiten Differenzen (FD) 

« die fmiten Elemente (FE) 

Da diese Verfahren speziell bei der Lösung der Transportgleichung 
einige Nachteile aufweisen (numerische Dispersion, Oszillationen,. . .) haben 
sich hier das auf stochastischen Ansätzen beruhende 

• "Random - Walk" - Verfahren / 1 6 1 / 
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und das von der Berechnung von Druckstoß Vorgängen her bekannte und 
speziell für Fälle, in denen der Konvektionsterm überwiegt, entwickelte 

• Charakteristiken - Verfahren /111 / 

fest etabliert. Da bei der hier betrachteten Thematik, anders als 
bei der numerischen Behandlung von Schadstofftransportvorgängen, das 
konvektive Glied im Normalfall nicht dominiert, erschien die Methode 
der finiten Differenzen als eine brauchbare Methode, die oben erwähnten 
Gleichungen zu lösen. 

3.1 Konstrukt ion der finiten Differenzen A p p r o x i m a t i o n 

Das am häufigsten eingesetzte Verfahren zur Ableitung finiter Differen
zen Gleichungen besteht aus der Approximation der Ableitung der Diffe-
renzialgleichung über eine gekappte Taylor-Reihe / 167 / . Für eine Funktion 
f(x) hat diese Reihenentwicklung in der positiven X-Richtung die Form: 

n A N */ x A
 df (Ax? d2f (Axf d3f 

f(x + Ax) = / ( * ) + Ax± + U - ^ + ^ i - ^ + . . . (3.00) 

Durch Auflösen nach df/dx erhält man: 

df ^ f(x + Ax) - f(x) 

dx Ax 
+ ß(Ax) (3.01) 

wobei ©(Ax) den verbleibenden Term der Serie darstellt. Schneidet man 
diesen Term ab, so resultiert mit: 

df fix + Ax) - fix) 
-TZ « AL A ' (3-02) 
u,X LS.JU 

der vordere Differenzenquotient. In ähnlicher Weise erhält man für die 
negative X-Richtung die Taylor Reihe: 

,, A v „ , N . df (Ax)2 d2f (Ax)3 d3f . 
/ ( * - As) = ;(x) _ A * £ + L - X _ _ - ^ ^ + • • • (3.U3) 

Durch Auflösen nach df/dx erhält man unter Vernachlässigung von ©(Ax) : 

df „ f{x - Ax) - f(x) 

dx Ax 
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(3.04) 

den hinteren Differenzenquotienten. Subtrahiert man (3.03) von (3.00), so 
ist das Ergebnis: 

A N A x „A df 2(Aa:)3 d3f 
fix + Ax) - f(x - Ax) = 2 A x ^ + A _ ± _ -JL + . . . (3.05) 

Schneidet man die Taylor Reihen jeweils nach dem drit ten Term ab, so kann 
aus (3.05) die zentrale Differenzen Approximation: 

df ^ }{x + Ax)-f(x-Ax) 

dx~ 2Äx ( 3 - ° 6 ) 

abgeleitet werden. Um eine Näherung für die zweite Ableitung von / zu 
erhalten, werden die Gleichungen (3.00) und (3.03) addiert: 

fix 4- Aar) - fix - Ax) = 2fix) + ^ ^ 0 + 6 ( (Az) 4 ) (3.07) 

Die gewünschte Approximation resultiert mit einem Fehler von O ((Are)2): 

d2f fix + Ax) - 2fix) + fix - Ax) 

dx2 (Ax)' 
(3.08) 

3.1.1 D e r Expl i z i t -Ansatz 

Angewandt auf ein eindimensionales Randwertproblem kann man nun 
schreiben: 

^ = ^ + 0(At) = >+1
 ( 2 y " ' + 6 ((A*)a) (3.09) 

Unter Vernachlässigung der Terme Q(At) und 0 ( (Ax) 2 ) ergibt sich: 

At (Ax)' 
(3.10) 

Das Symbol j bezeichnet den Zeitschrittindex und i den Ortsindex. Nach 
u\ aufgelöst erhält man: 

j . \ - \ i At 

^+7Ä^K i"2^+tt^0 (3-n) 
(Ax) 
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Demnach werden die neuen Werte von w; ausschließlich aus solchen des 
vorherigen Zeitschrittes berechnet. Diese explizite Formulierung wird in 
der Literatur bisweilen auch als Vorwärtsdifferenzen - Verfahren bezeich
net. Es erfordert einen minimalen Aufwand an Rechenoperationen und 
Speicherplatz, hat aber den Nachteil, daß eine bestimmte Zeitschrittlänge 
nicht überschritten werden darf. Bei der Berechnung des instationären, kon
duktiven Wärmetransports darf z.B. das folgende Kriterium nicht verletzt 
werden / 1 5 1 / : 

pc(Ax)2 

At< 
2K 

(3.12) 

Für die zweidimensionale Strömungsberechnung lautet das Stabilitätskrite
rium, /106 / : 

bzw.: 

T 

S 

At < 

At 
+ 

At 

Ax2 Ay 2 , ^ 
1 

2T„ XV \ Ax2 + Ay* 

(3.13) 

(3.14) 

Bei der konvektiv-diffundiven Wärmetransportberechnung muß zusätzlich 
noch das Courant-Kriterium erfüllt sein: 

Co, 
Atv, 

A: 
< 1 (3.15a) 

Co,, = 

Co, 

Atv, 

Ay 

Atv, 

Az 

< 1 

< 1 

(3.156) 

(3.15c) 

Co steht hierbei für die Courant — Zahl. Dieses Kriterium besagt, 
daß auf konvektiven Wege nicht mehr Wärmeenergie — oder Schadstoff
menge — eine Zelle über den Zeitschritt [£, t + At] verlassen darf, als zu 
Beginn dieses Zeitschrittes in der betreffenden Zelle gespeichert war. 

Diese Einschränkungen bezüglich der Wahl von At führt bei vielen 
Anwendungen zu unrealistisch kleinen Zeitschrittlängen und damit zu einem 
enormen Rechenaufwand. 

18 

3.1.2 D e r Impl iz i t -Ansatz 

Bei der impliziten Approximation, auch Rückwärtsdifferenzen - Ver
fahren genannt, schreibt man: 

,.i+i 7IJ J+l _ 2uj+1 4- uj+1 

A* ~ (Ax)2 

oder aufgelöst nach uj : 

n,3 1 A* („3 + 1 I „J + 1 

(3.16) 

»" ~ l + 2At/(Ax)2 l j 

Der Hauptvorteil des Implizit-Verfahrens ist darin zu sehen, daß es für 
beliebige Zeitschrittängen - im Gegensatz zum Explizit-Verfahren - stabil 
bleibt, / 1 6 7 / . Mit dem Implizit-Ansatz steht ein Verfahren zur Verfügung, 
mit dem man die Zeitschrittlänge At unabhängig von der Maschenweite 
des finiten Differenzenrasters wählen kann. Da jedoch die Geschwindigkeit, 
mit der eine finiten Differenzen Approximation zur Konvergenz führt, auch 
von dem Rundungsfehler abhängt, gibt es eine weitere Verbesserung — den 
Crank-Nicolson-Ansatz, / 5 3 / . 

3.1.3 Der Crank-Nicolson A n s a t z 

Nach den Gleichungen (3.01) bzw. (3.04), den Näherungen für Sx/6t 
über den vorderen bzw. hinteren Differenzenquotienten, beträgt der Run
dungsfehler jeweils 6(A£), nach (3.08) für den zentralen Differenzenquoti
enten jedoch nur Q((At)2). Die einfachste Integration des zentralen Dif
ferenzenquotienten, bei der die Zeitschritte [t — At,t] und [t,t + At] die 
Ableitung nach der Zeit ersetzen, führt zu der Näherung: 

2 Ar ~ (6x)2 [6-i6) 

Dieses Verfahren neigt allerdings sehr schnell zur Instabilität, weshalb 
es auch nicht eingesetzt werden sollte. Diesen Mangel kann jedoch 
umgehen, indem man für den Zeitschritt j + 1/2 die zentrale Differenzen 
Approximation ( u ] + —u\)/At einführt. Dies läßt sich durch eine gewichtete 
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Mittelung der Näherung von 62u/6x2 für die Zeitschritte j und j + 1 
bewerkstelligen. Bezeichnet man den Wichtungsfaktor mit a, wobei 0 < 
a < 1, so kann man wiederum durch Anwendung der Taylor Reihenentwik-
klung unter Vernachlässigung des Rundungsfehlers herleiten: 

W+1 - «j = «(«&1 - *4+1 + «ä1) + (i - «)(«!•.! - 2«j + « t j 
A* ' (Ax) 2 

(3.19) 
Für a = 1/2 erhält man schließlich die Crank-Nicolson Approximation: 

u j + 1 -uj_ 0-5 ( t f f i - 2 U j + 1 + vjtl) + 0-5 K + 1 - 2uj + ttj_i) , , 9 n , 

A* (Aar)2 ^ ' ^ 

Die explizite Approximation erhält man für a — 0, die implizite, 
indem man a = 1 setzt. Abschließend sei noch darauf hingewiesen, 
daß die Crank-Nicolson Approximation — ebenso wie der Implizit-Ansatz 
— ungeachtet der gewählten Zeitschrittlänge zwar stabil bleibt, diese 
Stabilität jedoch noch lange keine Garantie für physikalisch realistische 
Berechnungsergebnisse bietet / 1 5 1 / , / 190 / . 

3.2 M ö g l i c h k e i t e n d e r D i s k r e t i s i e r u n g 

Das hier beschriebene Modell benutzt kartesische Koordinaten mit 
einer variablen Diskretisierung aller drei Raumkoordinaten, wobei — je 
nach Fragestellung — entweder die Knotenpunkte zellenzentriert oder die 
Zellengrenzen knotenzentriert angeordnet werden können. Zur Veranschau
lichung seien in den Abb. 4 und 5 für eine X - Y - Ebene die Anordnungen 
für eine 10 * 10 Knoten Diskretisierung aufgezeigt. 

Legt man besonders großen Wert darauf, daß die berechneten Tempera
turen oder Potentiale gut durch die Knoten repräsentiert werden, empfiehlt 
sich die Verwendung von zellenzentrierten Knoten. Mit knotenzentrierten 
Zellengrenzen lassen sich hingegen exaktere Berechnungen der Wärmeüber
gänge zwischen den Zellen realisieren, / 1 5 1 / . Es gibt verschiedene Möglich
keiten der Knotenindizierung. Bei der eindimensionalen Knotenindizierung 
werden die Knoten fortlaufend, z.B. von links oben nach rechts unten durch
numeriert. Dieses Verfahren hat Vorteile bezüglich der Rechengeschwindig
keit und einer effizienten Speicherplatzverwaltung, erfordert allerdings einen 
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Abb. 4: Knotenzentrierte Anordnung der Zellengrenzen; die Bezeichnungen 
beziehen sich auf die im Programm verwandten Variablennamen 

etwas höheren Programmieraufwand und erschwert außerdem die Fehlersu
che während der Programmierphase. Das hier beschriebene Modell benutzt 
Dreifachindizes, wobei die Numerierung der Knoten entlang eines 180 Grad 
um die X—Achse auf den Betrachter zugedrehten Koordinatensystems er
folgt. 

Vereinbarungsgemäß werden die sechs Grenzflächen der finiten Dif
ferenzen Zelle des Knotens Pij,k rnit "halben" Indizes, nämlich (i — 
1/2, j , k), (z + 1/2, j , k), ( i , . 7 -1 /2 , k), (i, j + 1/2, fc), (z, j , Ä —1/2) und (i,j, k+ 
1/2), versehen. Sämtliche Flüsse J, sowohl Fluid- als auch Wärmefluß, 
durch diese Zellengrenzen werden analog indiziert. 

Alle Eigenschaften, die sich auf die Zellengrenzflächen beziehen, 
werden aus dem gewichteten, harmonischen Mittel der Eigenschaften zweier 
Nachbarzellen berechnet. So gilt z.B. für die hydraulische Leitfähigkeit der 
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Abb. 5: Zellenzentrierte Anordnung der Knoten; die Bezeichnungen bezie
hen sich auf die im Programm verwandten Variablennamen 

Zellengrenzfläche (i + 1/2, j , k): 

/ i \ \Kxx)i,j,k \^xx)i+l,j,k \Oxi "r O^ ' i+ l j 
V^za; )i-{-l/2,j,k "TT \ c . /r, \ c 

\^xx)i,j,k v%i T \fcxx)i-\-l,j,k 0%i-\-l 

(3.20) 

wobei örc; und öXi+i den Strecken von den Knoten zur betreffenden 
Zellengrenzfläche entsprechen. Dieses Verfahren bietet gegenüber dem 
arithmetischen Mittel den Vorteil, daß z.B. zwischen einer durchlässigen 
Zelle und einer nichtleitenden Zelle kein Fluß erfolgen kann. 

3.3 D i e D i s k r e t i s i e r u n g s g l e i c h u n g e n 

Bei der Formulierung der gesuchten Diskretisierungsgleichungen er
schien es ratsam, für die Nachbar ko effizienten eine aus der angelsächsischen 
Literatur, / 1 5 1 / , /190/ bekannte Indizierung einzuführen. Im dreidimen
sionalen Fall hat jeder Knoten P , abgesehen davon, daß er an den Rändern 
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Abb. 6: Knotenindizierung der Schicht k 

Jz(i , j ,k-l /2) 

Jy(i, j-l/2,k) 

Jx(i+l/2,j,k) 

Jz(i,j,k+l/2) 

Abb. 7: Fluß durch eine dreidimensionale finite Differenzen Zelle 

oder Eckpunkten des Modellquaders liegt, sechs Nachbarn. Den vier Nach
barn in der horizontalen Ebene werden in Analogie zu den Himmelsrich
tungen einer Kompassrose je nach der Lage zum Knoten P die Indizes N 
(Norden), S (Süden), E (Osten) und W (Westen) zugeordnet. Die restli-
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Indizierimg der sechs Nachbarn des Knotens P 

chen beiden Knoten erhalten dann die Indizes O (Oben) und U (unten). 
Die für den Knoten P aufzulösende Diskretisierungsgleichung des kon

duktiv - konvektiven Wärmetransportes hat gemäß /151/ die Form: 

aPTp = aETE + awTw + aNTN + asTs + a0T0 + auTu + 6 (3.21) 

oder: 

TP = 

wobei: 

O-ETE + awTw + aNTN + asTs + a0T0 + auTu + & 
ap 

(3.22) 

a w = DwA(|Pe11,|) + [Fu„0] 

a £ - D e A ( | P e e | ) + [-Fe,0] 

ajV = DnA(|Pen | ) + [Fn,0] 

as = DaA(\Pea\) + [-Fai0] 

ao = DoA(\Peo\) + {Fo,0} 

au = DuA{\Peu\) + [-Fu,0} 

a°P = 
ppAx Ay Az 

At 

(3.22a) 

(3.226) 

(3.22c) 

(3.22d) 

(3.22e) 

(3.22/) 

(3.23) 
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6 = QeAx Ay Az + a P 7> (3.24) 

ap = aE + apy -f aN + as + a0 + av + ap (3.25) 

Die Diffusions- und Konvektionskoeffizienten werden wie folgt definiert: 

Fw = (pvx)wAy Az Dw = r™ A*f Az 
(3.26a) 

^e - (pvx)eAy Az De = e y (3.266) 

^n = (pVy)eAx Az Dn = n X (3.26c) 

r Ax Az 
Fs = (pu^Aa; A2; £>fl = - ? — — (3.26c?) 

^o = (pvz)0Ax Ay D0 = ° X V (3.26e) 
(ö2r)0

 y 

Fu = (pvz)uAx Ay Du = u x V (3.26/) 

wobei die dimensionslosen Peclet-Zahlen aus dem Quotienten des konvekti-
ven und diffundiven Gliedes hervorgehen: 

Pee = ~ P^ = W- (3.27a) 

Pen = ^~ Pes = ~L (3.276) 

Pe. = ~ Pe» = £ . (3.27c) 
LJo -*-'« 

Die Funktion A(\Pe\) kann Tabelle 1 entnommen werden. Die für den Kno
ten P aufzulösende Diskretisierungsgleichung der Strömungsberechnung hat 
die Form: 

aphp = aEhE + awhw + CLN^-N + ashs + a0h0 + ayhu + 6 (3.28) 
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oder: 

hp = 

wobei 

gg/tg + awhw + QTV^TV + ashs + aphp + ayhu + 6 , ^g\ 

ap 

AyAz (3.30a) 

(3.306) 

(3.30c) 

(3.306) 

(3.30e) 

mkzu^p^ (3.30/) 

xw -

ae -

an = 

as --

i _ — 

J"^w (Sx)w 

m AyAz 
- Tx 

m AxAz 

{öy)n 

m AxAz 
= Tya7rr 

{öy)s 
AxAy 

- rn k 7. — 

S'AxAy (3.31) 
At 

b = Qw+a°PhP (3.32) 

aP = ÜE + ßw + «iv + a,5 + ap + au + ap (3.33) 

wobei m der Mächtigkeit der zu berechnenden hydraulischen Einheit 
entspricht. Die lokalen Transmissivitäten Tv werden aus dem Produkt 
des geometrischen Mittels der aktuellen Aquifermächtigkeiten zweier 
benachbarter Knoten und der entsprechenden Grenzflächenleitfähigkeit 
ermittelt , /106 / . Bei äquidistanten Knotenabständen liest sich dieses 
Berechnungsschema z.B. für die östliche Zellengrenzfläche, des Knotens 
Pt,j,fc rait der Aquiferbasis boijy. 

Txe - kxeyj{hijik - boijtk) {hi+i,j,k - boi+1j:k) (3.34) 
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Die hydraulische Grenzflächenleitfähigkeit kxe wird durch das harmonische 
Mittel der Leitfähigkeiten der entsprechenden Nachbar knoten berechnet: 

kxe = .*kxi>J>k ^»+i.i.fc (3,35) 

Bei der Diskretisierung nichtäquidistanter Knoten verkompliziert sich das 
Verfahren ein wenig. Nimmt man an, 6xie sei der Abstand des Knotens 
Pij,k zu seiner östlichen Grenzfläche und Sxe der Abstand zu seinem 
östlichen Nachbar knoten P j + i j ^ , dann kann mit 

der Grenzflächenwichtungsfaktor definiert werden. Die Gleichungen (3.34) 
und (3.35) modifizieren sich dann zu 

Txe = kxe(hiijtk - boitjik)fe(hi+i,j,k ~ boi+1J,k)
(1~fe) (3.37) 

bzw. 
j . x k%i,j,k kj+ij,k ^ og\ 

(1 - fe) kxitjik + / e kxi+1jjk 

oder 
1 ~ / e , fe x _ 1 

fc:re - — - i - + — ^ — (3.39) 

Die für den Konvektionsterm der Wärmetransportberechnung benötig
ten lokalen Fließgeschwindigkeiten können auf zweierlei Wegen — entweder 
für die Knoten oder für die Zellengrenzflächen — über eine explizite finite 
Dmerenzen Form berechnet werden, / l 1 1 / . Die Filtergeschwindigkeit in 
X—Richtung am Knoten Pijfk berechnet man wie folgt: 

(vxhj,k = (kxx)itjtk ^ z L i ^ - ^ + i , i , f c ( 3 _ 4 0 ) 

6xw + 6 x e
 v J 

8xw und <5xe bedeuten hierbei die Entfernung des Knotens P%j k zu seinem 
westlichen bzw. östlichen Nachbaren. Für die Filtergeschwindigkeit an der 
östlichen Grenzfläche des selben Knotens schreibt man: 

/ \ (l \ '^i,j,k ~~ i^i-\-l,j,k / „ > 
{vx)i+l/2,j,k — [Kxx)i+l/2,j,k 7 (^-41) 
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Wie man erkennt, wird bei äquidistanten Knotenabständen in Gl. (3.40) 
die Filtergeschwindigkeit über den doppelten Knotenabstand integriert, was 
gegenüber Gl. (3.41), in die nur der einfache Knotenabstand einfließt, eine 
gewisse Ungenauigkeit in sich birgt. In dem hier beschriebenen Modell wer
den daher die Konvektionskoeffizienten über Grenzflächenfiltergeschwindig-
keiten berechnet. 
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3.4 I terat ive Lösungsverfahren 

Bei den iterativen Lösungsverfahren von finiten Differenzen Gleichun
gen unterscheidet man "Punkt - für - Punkt" und "Linie - für - Linie" 
Methoden. Das einfachste "Punkt - für - Punkt" - Verfahren ist die Gauss -
Seidel - Iteration, bei der für jeden Knoten der Reihe nach die Differenzen
gleichung gelöst wird. Für die gesuchte Zielgröße (j>p hat diese Gleichung 
die Form: 

aP(f)p = aE(j>E + aw<t>w + CLNÖN + aS(ßs + ao<t>o + au&u + b (3.42) 

oder kürzer: 

aP(j)p = ] P anb(j>nb + b (3.43) 

Hierbei steht nb für alle Nachbarindizes des Knotens P und b für den 
Quellen-/Senkenterm. Löst man (3.43) nach (j)p auf, so erhält man: 

ap 

Bei cf)*nb handelt es sich um die Nachbarwerte von (/>p, die entweder 
bereits berechnet wurden oder noch berechnet werden müssen. Insgesamt 
wird bei diesem Verfahren immer nur ein Set von den unbekannten 
Zielgrößen im Arbeitsspeicher des Rechners gehalten. Bei der iterativen 
Lösung algebraischer Gleichungen oder der numerischen Behandlung von 
Nichtlinearitäten kann es bisweilen wünschenswert sein, die maximalen 
Änderungen pro Iterationsschritt zu vergrößern bzw. zu limitieren. Im 
ersten Fall kann der Rechenaufwand erheblich reduziert werden, da das 
Verfahren rascher konvergiert, und im zweiten Fall kann man Oszillationen 
unterdrücken und damit ein Kollabieren der Iteration verhindern. EinBn 
solchen Effekt erreicht man durch die Einführung eines Relaxationsfaktors. 
4>°P sei nun die bereits im vorherigen Iterationsschritt berechnete Zielgröße 
am Punkt P. Die Addition und gleichzeitige Subtraktion von (j)p zur rechten 
Seite von Gleichung (3.44) führt zu 

^ = fi + ( £ a " ^ + 6 - #,) (3.45) 
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Die maximalen Änderungen pro Iterationsschritt lassen sich durch die 
Modifikation von Gleichung (3.45) vergrößern oder limitieren. 

4P = fc + Q(L™£<^-f 
V aP 

oder 
~pr <̂ P = Yl anb(t>nb + b+(l~Ü) —<f> 

(3.46) 

(3.47) 

Der Relaxationsfaktor ü kann Werte zwischen 0 und 2 annehmen. Bei 
0 < Ü < 1 spricht man von Unterrelaxation und analog, bei 1 < 
Q < 2, von Überrelaxation. In der angelsächsischen Literatur wird 
die Überrelaxation in Verbindung mit dem Gauss-Seidel Verfahren auch 
als Successive Over Relaxation (SOR) bezeichnet. Das Gauss-Seidel-
Verfahren läßt sich programmtechnisch sehr einfach realisieren, hat jedoch 
den Nachteil, daß es relativ langsam konvergiert. Ein Grund für die 
langsame Konvergenz ist, daß der Informationsgehalt der Randbedingungen 
nur schrittweise in das Innere des Modellareals transferiert wird. 

k_m • 

Abb. 9: Flußdiagramm der Gauss-Seidel-Iteration 

Das zweidimensionale fmite Differenzen Raster in Abb. 9 stellt das 
unvollständige Flußdiagramm eines Gauss-Seidel-Iterationschrittes dar. Die 
Quadrate markieren die aktuell zu berechnenden Knoten, die Dreiecke 
bereits berechnete und die Kreise die aus dem vorherigen Iterationsschritt 
bekannten oder anfänglich vorbesetzten Knoten. Dadurch, daß die 
Knoten des linken, oberen Teiles des Rasters in der hier dargestellten 
Reihenfolge stets zuerst innerhalb eines Iterationsschrittes gelöst werden, 
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können aus völlig symmetrischen Problemen asymmetrischen Lösungen 
hervorgehen. Diesen unerwünschten Effekt kann man durch alternierende 
Iterationsrichtungen unterdrücken. Man beginnt in umgekehrter Richtung 
die Iteration dort, wo man die vorherige beendet hat. 

Der Nachteil des langsamen Transports der Randinformationen in das 
Innere des Modellareals wird von dem " Linie-für-Linie" Verfahren dadurch 
umgangen, daß hier alle Knoten einer Reihe in einem Schritt mit ihren 
Nachbaren ins Bilanzgleichgewicht gebracht werden. 

Bei den "Linie-für-Linie" Verfahren unterteilt man in einige Varianten, 
die sich in ihrer Effizienz nur gering unterscheiden: 

1. Line - Successive - Over - Relaxation (LSOR) 
BJORDAMMAN & COATS(1969) 

2. Sliced - Successive - Over - Relaxation (SSOR) 
PEACEMAN (1977) 

3. Line - Successive - Over - Relaxation with 
additive Corrections (LSORC), PEACEMAN (1977) 

4. Iterative - Alternating - Direction - Implizit (IADI) 
DOUGLAS k RACHFORD (1956) 

5. Strongly - Implizit - Procedure (SIP) 
STONE (1969) 

Abb. 10 gibt für ein zweidimensionales Knotenraster das Flußdiagramm 
des IADI-Verfahrens wieder. 

Da in dem hier beschriebenen Modell neben der Gauss-Seidel-Iteration 
das IADI-Verfahren eingesetzt wurde, sei es an dieser Stelle etwas näher 
beschrieben. Die Grundidee ist die, tridiagonale Koeffizientenmatrizen zu 
generieren, die mit Hilfe des äußerst effizienten Thomas-Algorithmus (vergl. 
Kap. 3.5) direkt gelöst werden können. Ein solches Matrizengleichungssys
tem hat die Form 
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Abb. 10: Flußdiagramm des IADI-Verfahrens 
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Im dreidimensionalen Fall gliedert sich somit jeder Iterationsschritt 
in drei Teilschritte, die X - , die Y- und die Z-Schleife. In der 
X -Schleife werden alle von Westen nach Osten verlaufenden Knotenreihen 
der Reihe nach berechnet, bei der F-Schleife alle von Norden nach 
Süden verlaufenden und bei der Z-Schleife schließlich alle Knotenreihen, 
die sich von Oben nach Unten erstrecken. Sofern die nichtdiagonalen 
Komponenten des hydraulischen Leitfähigkeitstensors Null sind, setzt sich 
die Koeffizientenmatrix der Strömungsberechnung wie folgt zusammen: 

iaw)i,j,k = Txi^i/2,j,k 

(o-E)iJ,k = TXi+1/2,j,k 

AyjAzk 

w 

AyjAzk 

{Sxi)e 

(3.48a) 

(3.486) 
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{aN)ij,k = Tyitj_1/2ik (3 > 4 8 c) 

(as)i,j,k = Tyiü+1/2jk-
 l k (3.48d) 

( \ i Ax{Ay; 
K ) M > = mkkziJik_1/2 (3.48e) 

/ x , AxiAy.: 
{au)i,j,k = mkkzitjtk+1/2 ^ (3.48/) 

für die X-Schleife schreibt man: 

ai = ~\a"w)i,j,k 

h = (aw)iJik + (ae)i,j,k + (ßn)i,i,fc + (as)i,j,k + (a0)i,j,k + (au)i,j,k 

A A S' 

+AxiAyj-~ 

^i = \Q-e)i,j,k 

di = (an)i,j,khij-hk + (aa)itj,khij+lik + (a0);,;,AA\i,fc-i + (au)i,j,khitjtk+1 

S' 
+rnk(Qw)iJjk + AxiAyj—hlj^ 

U{ = /^i,j\k 

analog die V-Schleife: 
aj == ~{an)i,j,k 

bJ = (aw)ij,k + (ae)ij,k + (an)i,j,k + Mij,k + (a0)i,j,k + (au)i,j,k 

+AxiAyj — 

Cj = ~Mij,k 

dj = (aw)i,j,khi-i,jik + (ae)ij,khi+1jfk + (a0)i,j,khi,j>k-i + (au)i,j,khitjfk+1 

S' 
+mk(Qw)i,j,k + AxiAyj-—hQ

iik 

At '•'' 
Uj — flijjk 
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und schließlich die Z—Schleife: 

a-k — ~(a0)i,j,k 

bk — {üw)i,j,k + (a-e)i,j,k + (a>n)i,j,k + (as)i,j,k + (ao)i,j,k + (o>u)i,j,k 

S' 
+AxiAyj-— yj At 

Cfc — \Q>u)i,j,k 

dk — (a>w)ij,khi-ij,k + {ae)i,j,khi+ij,k + (an)i,j,khi,j~l,k + {äs)i,j,k;hij+ifk 

S' 
+mk(Qw)i,j,k + AxiAyj — hlj^ 

Uk = <ii,j,fc 

Nimmt man an, daß die nichtdiagonalen Komponenten des Wärme
leitfähigkeitstensors ebenfalls Null sind, setzt sich die Koeffizientenmatrix 
der diffundiv - konvektiven Wärmetransportberechnung in analoger Weise 
zusammen. 

(ae)ij,k = (De)itjikA(\(Pee)ijtk\) + l(Fe)i,j,k] (3.49a) 

{aw)i,j,k = (Dw)itjikA(\(Pew)ijtk\) + l(Fw)i,j,k] (3.496) 

(an)i,j,k = (Dn)ijikA(\(Pen)itjtk\) + l(Fn)ij,k] (3.49c) 

\Q>s )i,j,k = (Ds)id,kA{\(Pes)id,k\) + [(Fa)i,jtk] (3.49d) 

(a0) i>i i fc = (I>o).-j,fcA(|(Pe0)ij,fe|) + [(i^ij.fc] (3.49c) 

{au)ij,k = (Du)i )j )fcA(|(Pe1i) i J ) fc |) + [{Fu)tJ,k} (3.49/) 

Die Diftusions- und Konvektionskoeffizienten — Dnb bzw. Fn5 — sowie 
die lokalen Peclet-Zahlen Peni> werden hierbei nach den Gleichungen (3.26a-
f) bzw. (3.27a-c) berechnet. Die Schleifengleichungen lauten somit: 
X-Schleife: 

0{ — [0"w)i,j,k i \ae)i,j,k i \Q<n)i,j,k T" \0's)i,j,k ~T {Q>o)i,j,k "T {O'uJiJjk 
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+Axj-A?/jA^fc (Peff)i,j,k 
At 

C{ \Q>e)i,j,k 

di - (an)ij,kTij-ifk + (a8)ijikTi}j+ltk + (a0)i,j,kTij^-i + (au)ij,kTitjtk+i 

u i = J- i,j,k 

Y—Schleife: 

a,j = — -{CL n ) i j j k 

bJ = Mij,k + (ae)t,i,fc + (an),-,y,Jb + (as)i,j,Ar + (a0)ij,k + Mi,j,k 

+AxiAyjAzk^
eff^k 

Cj = \G>s)i,j,k 

dj = (a.w)i,j,kTi-ij,k + (ae)i,j,kTi+1j,k + ( a o ) ; ^ ^ ^ + (au)ijtkTitjtk+1 

+ (ßikhh_ + AxiAyAzki^ffk2±r^ 
(Ceff)i,j,k J At l^k 

Uj = lijtk 

Z—Schleife: 

^ A ; = \Q'o)i,j,k 

h = (aw)ij,k + (oe),^-,*. + (an)ij,k + (as)ij,k + (a0)iijtk + (au)iJtk 

+AXiAyjAzk (P'friU'*1 

ck = —(au)ijik 

dk = (au,)t,j,AjTi_ijj)fc + (ae)i,j,kTi+1j,k + (an)t,j,fc^i,j-i,A; + (as)i,j,kTij+i^ 

uk = 7i,j,fc 
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wobei: 

(Ceff)itjtk = ($9hj,kVkCw + ( l - {*g)itjlk) ( C ^ , ; , * (3.50) 

bzw. beim Gefrieren von Wasser: 

(Ceff)i,j,k = ( $ f f k j , f c ^ f c ( P Q i \ j , f c C ' e + (^Tü)iJ,fcC ,
1 i ,J 

+ ( i - ( ^ k i , f c ) ( ^ ) w (3-51) 

und / s 
(Peff)i,j,k = ( $ 3 ) z , j , Ä P ™ + ( l - (* f l ) i , i , f c ) (Pff)i,i,fc ( 3 - 5 2 ) 

bzw. beim Gefrieren von Wasser: 

(Peff)i,j,k = ( $ s ) i , j , f c * f c ( ^ e k j , f c / ? e + (^w)i,j,kPv)) 

+ (l-(*g)ij,k)(pa)iijtk (3.53) 

Analog zur Gauss-Seidel-Iteration kann das IADI-Verfahren durch die 
Einführung eines Relaxationsfaktors zum LS OR-Verfahren modifiziert 
werden. Nachdem durch Anwendung des Thomas-Algorithmus das Feld der 
gesuchten Zielgrößen m berechnet wurde, kann man durch Wiedereinsetzen 
in das Ausgangsfeld z.B. für die X-Schleife der Temperaturberechnung 
schreiben: 

Tij,k = 'I?d,k + to(ui-T?jtk) (3.54) 

bzw. für die Strömungsberechnung: 

hiJ,k = h°itjfk + U (u{ - h°iJik) (3.55) 

T° und h° bedeuten hierbei die Temperaturen bzw. Piezometerhöhen des 
vorausgegangenen Iterationsschrittes. Bei linearen Problemen bewirkt ein 
Relaxationsfaktor von 1 < 0 < 2 eine raschere Konvergenz, während sich 
bei nichtlinearen Problemen mit 0 < ü < 1 Oszillationen unterdrücken 

lassen. 
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3.5 D e r T h o m a s A l g o r i t h m u s 

Viele effiziente, numerische Verfahren generieren Gleichungssysteme 
mit tridiagonalen Matrizen, / 172 / . Ein typisches Beispiel für eine solche 
Matrizengleichung hat die Form: 

[A]{u} = {d} (3.56) 

wobei: 

A = 

h ci 
a2 b2 c2 

O-N-l & W - 1 CN-l 

oder ausgeschrieben: 

( ui \ 

U2 

M=< 
UN-1 

K uN ) 

di 
d2 

}> {d}=< 
djv-i 

y. djy , 

h ci 
«2 h C2 

aN-l ^N~l CN-l 

< 

' u x •> 
u2 

UN-1 

< UN > 

> = < 

r dx \ 
d2 

\ > 

dN-i 
. dft > 

Die Matrix [A] enthält die Koeffizienten des linearen Gleichungs
systems, der Vektor {u} die gesuchten Zielgrößen, (Piezometerhöhen, 
Temperaturen, Konzentrationen etc.) und der Vektor {d} die bekannten 
Eingangsparameter. Der Thomas Algorithmus leitet sich aus der Zerlegung 
der Koeffizientenmatrix in eine obere und eine untere Dreiecksmatrix ab, 
so daß 

[A] = [L][Ü\ (3.57) 
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wobei [L] und [U] wie folgt definiert werden: 

[L} = 

«2 ßl 

O-N-l ßN-1 

aN ßN-

und 

[U} = 

"1 7i 
1 72 

1 1N-1 
1 _ 

i 

Durch Multiplikation der unteren Matrix mit der oberen und durch 
Gleichsetzen der Elemente der Produktmatr ix mit der Koeffizientenmatrix 
erhält man folgende Beziehungen: 

ßi = h 

7< = £ i = l , 2 , . . . , J V - l 

ßi = bi-aai-i i = 2 , 3 . . . , i V 

Gleichung (3.56) kann man somit auch schreiben: 

[L][U]{u} = {d} 

oder 
\L]{s} = {d} 

wobei {s} einen vorübergehend unbekannten Vektor darstellt, der wie folgt 

definiert ist: 
{s} = [U){u] 

Die Elemente von {s} können durch Auflösen der Gleichung [L]{s] = 
{d} best immt werden. Hierbei ergeben sich folgende Beziehungen: 

di 

*1 = ä 
Si 

(dj - ajSi-i) 

ßi 
i = 2 , 3 . . . , i V 
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Mit dem nun bekannten Vektor {s} wird durch rückwärtiges Einsetzen der 
gesuchte Vektor {u} ermittelt. Dies geschieht durch folgende Beziehungen: 

un = sN 

Ui = si - jiui+1, i = iV - 1, iV - 2 , . . . , 1 

Noch einmal zusammengefaßt gliedert sich das Berechnungsverfahren in 
zwei Schritte: zunächst werden die Felder ß{ und S{ berechnet, die darauf 
- im zweiten Schritt - durch rückwärtiges Einsetzen die unbekannten 
Zielgrößen liefern. Der Thomas Algorithmus stellt für den eindimensionalen 
Fall einen direkten Gleichungslöser dar, er kann aber auch sehr effizient für 
mehrdimensionale Anwendungen, z.B. in Verbindung mit der iterativen ADI 
- Methode von / 5 7 / eingesetzt werden. 

3.6 B e h a n d l u n g der R a n d b e d i n g u n g e n 

Bei der numerischen Behandlung von partiellen Differentialgleichungen 
unterscheidet man drei Arten von Randbedingungen: 

• Randbedingungen 1. Art - z.B. bekannte Piezometerhöhen, 
Temperaturen etc. 

• Randbedingungen 2. Art - gegebener Randzufluß - z.B. basaler 
Wärmefluß, bekannter Zu- und Abstrom von Grundwasser 
über die Modellränder 

• Randbedingungen 3. Art, die eine Kombination aus 1. und 
2. darstellen d.h. der Randzufluß hängt von der besuchten 
Zielgröße ab 

Diese Randbedingungen können in frniten Differenzen Modellen auf 
sehr vielfältige Weise gelöst werden. Ein häufig eingesetztes Verfahren 
besteht aus der Generierung virtueller Knotenreihen an den Rändern des 
Modellareals, kurz Superposition genannt. Undurchlässige Ränder lassen 
sich hierbei durch die Spiegelung der vorletzten Knotenreihe über den 
Rand auf die virtuelle Knotenreihe realisieren. Randbedingungen zweiter 
Art werden durch eine 180°— Rotation der vorletzten Knotenreihe um den 
Modellrand gewährleistet. 
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Die Superposition virtueller Knotenreihen hat den Vorteil, daß man 
z.B. für die Simulation eines völlig symmetrischen Absenkungstrichters 
eines Brunnens bei kartesischer Diskretisierung nur einen Quadranten zu 
berechnen braucht, (vergl. Kap 5.4). Speziell im dreidimensionalen 
Fall benötigt man dafür jedoch eine große Anzahl zusätzlicher Knoten, 
was auf Computern mit eingeschränktem Kernspeicher zu untragbaren 
Beschränkungen bezüglich der Diskretisierung führen kann. In dem 
hier vorgestellten Modell werden die Randbedingungen daher wie folgt 
behandelt. Alle Modellränder werden als wasser- und energieundurchlässig 
betrachtet . Randbedingungen 1. Art werden in der GAUSS-SEIDEL-
Iteration als gelöste Knotengleichung betrachtet, beim IADI-Verfahren wird 
den Zellen der betreffenden Knoten eine quasiunendliche Speicherkapazität1 

zugeordnet. Der Vollständigkeit halber sei an dieser Stelle erwähnt, 
daß man zur Lösung der in Kap. 3.3 beschriebenen Gleichungssysteme 
wenigstens einen Knoten, für den die Randbedingung der 1. Art erfüllt ist, 
benötigt. Bekannte Randzuflüsse, also Randbedingungen 2. Art, werden 
in beiden Iterationsverfahren dem Quellen/Senkenterm des betreffenden 
Knotens beaufschlagt. Randbedingungen der 3. Kategorie können mit 
der hier beschriebenen Programmversion noch nicht behandelt werden, sie 
lassen sich jedoch relativ einfach in das Modell einbauen. 

bei der Strömungsberechnung wird diesen Knoten ein Speicherkoeffizient von 
S > 10 zugeordnet, bei der Wärmetransportberechnung werden p und C auf 
> 1020 gesetzt 
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4 Programmentwicklung 
Die numerische Behandlung der den Prozess der Strömung und des 

Wärmetransportes beschreibenden partiellen Differentialgleichungen kann 
je nach Anzahl der Knoten und Zeitschritte in eine außerordentlich 
rechenintensiven Prozedur ausarten. Man ist daher bei der Modellent
wicklung auf eine Programmiersprache angewiesen, die einerseits weite 
Verbreitung hat, d.h. auch auf Workstations und Großrechnern einsetzbar 
ist, andererseits aber auch über ein reichhaltiges Angebot vordefinierter 
Funktionen verfügt. Daher fiel die Wahl auf die Programmiersprache 
FORTRAN77. Da kein Modell so komplex ist, daß es nicht doch 
noch um den einen oder anderen Aspekt erweitert werden könnte, 
bot sich ein modulares Konzept an. So besteht TRADIKON-3D aus 
einem Hauptprogramm, das lediglich die Aufgabe hat, die Aufrufe der 
62 Unterprogramme zu koordinieren und für eine problemabhängige 
Programmsteuerung zu sorgen. Eine Reihe von Eingabeoptionen erlaubt 
es, die Problemlösung, sofern physikalisch statthaft, zu vereinfachen und 
somit die Rechenzeit zu verkürzen. 

Reine Konduktionsprobleme und Diffusions-Konvektionsprobleme kön
nen z.B. getrennt voneinander behandelt werden. Bei der Berechnung 
des Wärmetransportes in Gesteinen mit stagnierenden Grundwasserständen 
kann z.B. die Lösung des Konvektionstermes entfallen, was die Rechenzeit 
spürbar verkürzt. Ferner läßt sich die Strömungsberechnung vollstän
dig abkoppeln, etwa für den Fall, daß man eine ausreichend genaue 
Kenntnis von den Fließverhältnissen hat. Über die Auswirkungen des 
Wärmetransports auf das Strömungsfeld können dann naturgemäß keinerlei 
Aussagen mehr getroffen werden. Schließlich kann das Programm als 
O l r r o n c f p n r\ i r r o o T - I I r r o f r n K o T i O T * T Y I O I ' A T I O I T I T Q /~» r i o c I „ T T I T I / - t t i m ooo-r,-»-v-i r\ H r\ 11 
'OX^'OXAkJueLxJL'kJ.Jlg^O /JlJ.g^HVvIU/'L'iJ.'OXXXXC^iJ'VvJ.X IOXXXXGJ'OXXV>0 VJIX VXXXVX VVCiOOOilXX'L/'UL'OXI 

eingesetzt werden. 
Die wichtigsten physikalischen Vereinfachungen des Modells seien an 

dieser Stelle noch einmal kurz zusammengefaßt: 

• das Grundwasser strömt laminar, so daß die Gültigkeit das 
Darcy - Gesetzes gewährleistet ist 

• die Gesteinsmatrix befindet sich im Temperaturgleichgewicht 
mit dem strömenden Fluid, / 1 3 1 / 

• Wärmetransport durch Strahlung wird vernachlässigt 
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• das strömende Grundwasser besitzt eine konstante Dichte und 
ist inkompressibel 

• der konvektive Teil des Wärmetransports geht frei von 
thermischer Dispersion vonstatten, / 4 1 / 

• Feuchtigkeitsmigration in der ungesättigten Bodenzone in 
Richtung einer Eisfront oder — bei höheren Temperaturen — 
entlang des thermischen Gradienten wird augeklammert 

• die Richtungen der hydraulischen und thermischen Anisotro
pie verlaufen parallel zu den Achsen des kartesischen Koordi
natensystems 

• die Wärmekapazität von Wasser und Gestein ist konstant 

Das Programm ist so konzipiert, daß folgende physikalische Eingangs
parameter für jeden Knoten variabel eingegeben werden können: 

• Temperatur 

• Zufuhr bzw. Entzug von Wärme 

• isotrope Wärmeleitfähigkeit des Gesteins 

• Wärmekapazität des Gesteins 

• Dichte des Gesteins 

« Fließgeschwindigkeit in X, Y und Z - R i c h t u n g 

• Piezometerhöhe 

• Zugabe bzw. Entnahme von Wasser 

• hydraulische Leitfähigkeit in X, Y und Z - R i c h t u n g 

• durchflußwirksame oder drainierbare Porosität 

• Gesamtporosität 

• Sp eicher ko effizient 

Die Anisotropie der Wärmeleitfähigkeit des Gesteins kann nur über 
Anisotropiefaktoren, die dann jedoch für das gesamte Modellareal Gültig
keit besitzen müssen, berücksichtigt werden. 

Kxx = aKiaoirop (4.00a) 
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yy — V-L** isotrop (4.006) 

Kzz — cKisotrop ( 4 . 0 0 c ) 

wobei a, b und c die Anisotropiefaktoren darstellen. Folgende Eingangspa
rameter werden Schicht für Schicht erfragt: 

• Wassersättigungsgrad 

• Schmelztemperatur von Wasser 

• Gefrierkurve des Bodens 

Zeitlich variable Eingangsparameter, wie z.B. schwankende Förderra
ten eines Brunnens oder vorgegebene Soletemperaturen im Wärmetauscher
kreislauf, können über eine zusätzliche Eingabedatei in die laufende Simu
lation mit einbezogen werden. Ferner verfügt TRADIKON-3D über eine 
"Warmstar t" - Routine, die es gestattet, mit den Ergebnissen einer vor
herigen Simulation einen weiteren Simulationslauf zu starten. Diese Op
tion kann z.B. für die Berechnung der Anfangsbedingungen einer insta
tionären Simulation eingesetzt werden. Da bei aktivierter "Warmstart" -
Routine parallel zu jeder Ergebnisausgabe das aktuelle Temperatur- bzw. 
Strömungsfeld auf eine Datei geschrieben wird, kann man auch nach Sys
temabstürzen die Simulation fortsetzen. 
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5 Validierung des Modells 

5.1 Kondukt iver W ä r m e t r a n s p o r t 

Die einfachste Form der Validierung stellt die Berechnung des 
eindimensionalen, stationären Wärmeflußes dar, / 167 / . Eine gedachte 
Hochofenwand verfüge über folgenden Aufbau: 

Schamotte dx\~ 0.30m 
Isolation dx<i — 0.18m 
Ziegel dx3 = 0.27m 

K\ = 3.2 W/mK 
K2 = 0.1 W/mK 
K3 = 0.9 W/mK 

Die Temperatur T\ an der Oberfläche der Innenwand eines Hochofens 
betrage konstant 950 °C , die der Außenwand konstant 50 °C (T4). Gesucht 
sind die Temperaturen T2 und T3 an der Grenze Schamotte/Isolation 
bzw. Isolation/Ziegel unter der Voraussetzung, daß sich ein stationärer 
Wärmefluß eingestellt hat . 

Analy t i s che Lösung: 

Der Wärmefluß durch die Hochofen wand des oben beschriebenen 
Aufbaus beträgt nach 

j = ^2Lz|ii_^_^ = 410.26 Watt 
dx\/K\ + dx-i/Ki + dxs/Rz 

Für T2 gilt: 

Für T3 gilt: 

T0 = Ti - Jdxi - Q i 1 4̂ °r, 
1 l KtA " " 

n = n - J^ß- - 173.08 °c 

Fini te Differenzen S imulat ion: 

Bei der Berechnung des stationären, rein konduktiven Wärmeflusses 
wird in Analogie zum Speicherkoeffizienten bei der Strömungsberechnung 
die Dichte und Wärmekapazität des Transportmediums auf Null gesetzt. 
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Ferner entfällt die Lösung des Konvektionsterms. Die TRADIKON - Simu
lation ergab mit dem Gauss-Seidel-Verfahren nach 90 Iterationen (SOR, 
Q = 1.88) bei einem Iterationskriterium von 10~"2 °C Temperaturen von 
T2 = 911.34°C und T3 = 173.26°C. Die geringen Abweichungen von 
der analytischen Lösung müssen auf die relativ grobe Diskretisierung (11 
Knoten) und Rundungsfehler zurückgeführt werden. 
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5.2 I n s t a t i o n ä r e r , e i n d i m e n s i o n a l e r W ä r m e t r a n s p o r t 

Der instationäre, eindimensionale Wärmetransport durch ein isotropes 
Medium mit dem Temperaturleitwert aT läßt sich mit der Differentialglei
chung: 

ST 62T 

lt=aT~^ (5-°°) 
berechnen. Handelt es sich um ein homogen temperiertes Medium, das man 
schlagartig an dem einen Ende abkühlt und dann auf einem konstanten 
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Temperaturniveau hält, so läßt sich mit Hilfe der komplementären 
Fehlerfunktion erfc(x) eine sehr gute Näherung erzielen. Das im 
folgenden vorgestellte Rechenbeispiel wurde / 8 / entnommen. 7 \ sei die 
Ausgangstemperatur und T0 die plötzlich an dem einen Ende induzierte 
Temperatur . Die Randbedingungen sollen somit lauten: 

t = 0; x > 0; T = T± 

t>0; x = 0] T = T0 

Das eindimensionale Temperaturfeld unter den gegebenen Bedingungen läßt 

sich nach 
(T-T0) _ 

wobei: 

- erfc -4=- (5.01) 

oo 

erfc(x) = ( 4 = ) / e-<a dt (5.02) 

. /n 
mit: 

erfc(x) = 1 - erf(x) (5.03) 

berechnen. Die Fehlerfunktion kann durch ein numerisches Näherungsver
fahren abgeschätzt werden, /!/ 

erf(x) = 1 - — - i - ^ r + £ ( z ) (5-04) 

mit: 

a i = 0.0705230784 a4 = 0.0001520143 
a2 - 0.0422820123 a5 = 0.0002765672 
a3 = 0.0092705272 a6 = 0.0000430638 

E(x) < 3 • 1 0 " 7 

Ein Gesteinskörper verfüge über eine Dichte pg = 2600 kg/rn3, eine 
spezifische Wärmekapazität cg = 850 J/kgK und eine Wärmeleitfähigkeit 
ÜCe/ / = 3.0 W/mK. Daraus ergibt sich nach Gl. (2.10) ein Temperatur
leitwert von aT = 0.78 m2/s. Gesucht werden die Temperaturprofile nach 
0.25, 0.5, 1, 2, 4 und 8 Tagen bis in eine Tiefe von 1.8 m, die sich ausbilden, 
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Vergleich mi t de r a n a l y t i s c h e n Lösung 

0 

CD 
• r—I 

0 . 0 -

0.4- : 

0.8-

1.2-

1.6-

2.0--

Abb. 12: 

TRADIKON-3D - Simulation 

8 Tage 
4 Tage 
2 Tage 

1 Tag 
12 Stunden 
6 Stunden 
analytische Lösung 

10 12 

T e m p e r a t u r , "C 

14 16 18 20 22 

Konduktiver Wärmetransport in dem beschriebenen Gesteinskör
per. Die durchgezogenen Linien markieren die oben beschriebene 
analytische Lösung, die Symbole das Simulationsergebnis mit 
TRADIKON-3D. 

wenn man den urprünglich 20 °C warmen Körper schlagartig an dem einen 
Ende auf 5 °C abkühlt. 

Die Ergebnisse des analytischen Ansatzes decken sich nahezu exakt mit 
denen der numerischen Simulation. 

5.3 E i n d i m e n s i o n a l e s K o n v e k t i o n s p r o b l e m 

Die numerische Behandlung des Konvektionsterm.es konnte durch 
folgendes Beispiel sehr einfach auf ihre Genauigkeit überprüft werden. 
Nimmt man von zwei benachbarten Zellen an, daß sie ausschließlich über 
ihre gemeinsame Grenzfläche Kontakt mit der jeweils anderen Zelle haben 
und der Wärmefluß durch sie hindurch ausschließlich auf konvektivem Wege 
erfolgt, das strömende Medium also keine Wärmeleitfähigkeit besitzt, so 
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läßt sich der instationäre Wärmetransport nach / 2 4 / durch die Beziehung 

(5.05) berechnen. 

T2 = ( T 7 - T i ) e £ + T i (5.05) 

Hierbei bedeutet T/ die Ausgangstemperatur von Zelle 2. Sind die beiden 
Zellen 1 und 2 mit 100 bzw. 200 °C temperiert und erfolgt von Zelle 1 nach 
Zelle 2 eine konstanter Massenfluß von 10~3 kg/s, so ergibt sich der in Abb. 
13 dargestellte Temperatur verlauf. 

u 

u 
-4-J 

cd 
u 
CD 

0) 

e i n d i m e n s i o n a l e s K o n v e k t i o n s p r o b l e m 

200 

190 

180 

170-

160-j 

150-

140-

130 

analyt ische Lösung 
At = 100 s —- At = 100 s > 

— At = 1 s ) 
TRADIKON-3D 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 

Zeit , S e k u n d e n 

Abb. 13: Vergleich der analytischen mit der numerischen Lösung des Kon-
vektionsproblemes 

Mit zunehmender Zeitschrittlänge (> 10 Sekunden) kommt es zu einer 
deutlichen Abweichung von der analytischen Lösung. Bei einer Zeitschritt
länge von einer Sekunde lagen die Temperaturänderungen pro Zeitschritt 
bei etwa 0.1 °C und der maximale Berechnungsfehler bei 0.002 °C 
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5.4 B r u n n e n a b s e n k u n g (The i s - P r o b l e m ) 

Die instationäre Absenkung einer Piezometerhöhe durch den Betrieb 
eines Brunnens in einem unendlich begrenzten, gespannten Aquifer mit 
ursprünglich horizontaler Erstreckung der piezometrischen Oberfläche läßt 
sich nach THEIS(1935) durch die folgende Beziehung ermitteln: 

K~h=-^W{u) (5.06) 

wobei: 

W(u) = / du (5.07) 

und 

u = wt (5-08) 
W(u) wird hierbei als Brunnenfunktion (well function) bezeichnet und 
ist in den einschlägigen Standardwerken der Hydrogeologie, z. B. / 1 3 1 / , 
in Form von Tabellenwerten erhältlich. Rechnerisch ermitteln läßt sich 
diese Funktion durch eine polynomische Approximation, wie sie z.B. / 9 2 / 
vorschlug: 
Für 0 < u < 1 gilt: 

W(u) = -In u + C0 + ClU + C2u
2 + C3u

3 + C4u* + C5u
5 (5.09) 

Für 0 < u < oo gilt: 

TT7V \ 1 L/6 -|- O 7 U -f- I T 

W{u) = — - » 7
 5 . 1 0 ) 

ueu C8 + CQU + u2 v ' 
mit: 

Co = -0.57721566 C 5 - 0.00107857 
Ci = 0.99999193 C6 = 0.250621 
C2 = -0.24991055 C7 = 2.334733 
C3 - 0.05519968 C8 = 1.681534 
C4 = -0.00976004 C9 = 3.330657 

WANG & ANDERSON(1982) zogen folgendes Testbeispiel für den 
Vergleich der numerischen Lösung mit einer analytischen heran: Ein 
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randlich unbegrenzter, gespannter Aquifer mit einer Transmissivität von 
T = 300 rn2/d (3.47 • 10~ 3 m 2 / s ) und einem Speicherkoeffizienten von 
S' = 0.002 soll über einen Zeitraum von knapp 2 Wochen (13.12 Tage) 
mit einer Förderrate von Q = 2000 m3/d (0.0232 m3/s) bepumpt werden. 
Gesucht wird die Zeit-Absenkungskurve eines 100 Meter vom Brunnen 
entfernten Pegels. Die analytische Lösung des Problems wurde gemäß dem 
oben beschriebenen Verfahren nach / 9 2 / berechnet und den numerischen 
Lösungen von TRADIKON-3D bzw. WANG k ANDERSON vergleichend 
gegenübergestellt. 

Bei der TRADIKON-Simulation wurde der Aquifer durch ein äqui-
distantes Raster von 41 * 41 Zellen mit einer Kantenlänge von 100 Meter 
diskretisiert und in dessen Zentrum die Brunnenzelle plaziert (Index 21,21). 
Als Lösungsschema bot sich ein vollimpliziter Ansatz und ein LSOR - Ver
fahren mit einem Relaxationsfaktor von 1.2 an. WANG k ANDERSON 
setzten ein CRANK-NICOLSON Schema in Verbindung mit dem eben
falls iterativen GAUSS-SEIDEL-Verfahren ein. Bei beiden numerischen 
Ansätzen betrug die Startzeitschrittlänge 864 Sekunden (0.01 Tage), die 
nach jedem Zeitschritt um den Faktor 1.5 verlängert wurde. 

Tab. 2: Absenkung (h0 - h) in Meter für r = 100m 

Zeit 
Cd] 

0.010 
0.025 
0.047 
0.081 
0.132 
r\ n r\ o 

0.322 
0.493 
0.749 
1.133 
1.710 
2,575 
3.872 
5.819 
8.738 
13.117 

Theis 
[m] 

0.042 
0.211 
0.420 
0.638 
0.856 

1.291 
1.508 
1.724 
1.940 
2.156 
2.371 
2.586 
2.802 
3.017 
3.232 

TRADIKON 
[m] 

0.064 
0.195 
0.380 
0. 595 
0.821 
1. 048 
1.273 
1.494 
1.713 
1.930 
2.144 
2.356 
2 . 566 
2.779 
3.013 
3.294 

WANG 
[in] 

0.05 

0 
-
0 
-
-
1 
-
1 
-
-

41 
— 
88 
— 
— 
55 
— 
98 
— 

2 . 81 

3.26 

Wie man den Tabellenwerten entnehmen kann, stimmen die Ergebnisse 
der numerischen Simulation recht gut mit denen des analytischen Ansatzes 
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Abb. 14: Zeit-Absenkungskurve des numerischen und analytischen Ansatzes 

überein. Lediglich gegen Ende der Simulation kommt es zu einer größeren 
Abweichung, die sich jedoch damit erklären läßt, daß der sich ausbildende 
Absenkungstrichter nach etwa 10 Tagen den Modellrand überschreitet und 
somit die Annahme eines unendlich ausgedehnten Aquifers modelltechnisch 
nicht mehr erfüllt ist. 

5.5 Testsirnulation e ines S tufenpumpversuches 

Für Problemstellungen mit zeitlich variablen Randbedingungen lassen 
sich in der Regel keine oder nur sehr schwer analytische Lösungen finden. 
Daher sollte eine Vergleichssimulation mit dem Aquifersimulationsmodell 
ASM von KINZELBACH k RAUSCH (1988) dazu dienen, den Strömungs
teil von TRADIKON-3D zu testen. ASM ist ein zweidimensionales Strö
mungsmodell mit variabler Diskretisierungsmöglichkeit sowohl in Raum und 
Zeit. Das Programm wurde speziell für den Einsatz auf Personal Computern 
konzipiert und gestattet dem Benutzer ebenfalls die Wahl zwischen zwei 
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unterschiedlichen, iterativen Gleichungslösern. 

Als Testbeispiel wurde ein ungespannter Aquifer mit einer horizontalen 
Ausgangspiezometerhöhe von 50 m und folgenden Formationsparamctcrn 
berechnet: kxx = 10~~4 m / s , Anisotropiefaktor kyy/kxx = 1.3, der 
östliche und westliche Modellrand sollte ein Festpotential repräsentieren, 
während der nördliche und südliche Modellrand als undurchlässig definiert 
wurden. Die Aquiferbasis wurde über das gesamte Modellareal mit 0 m 
definiert. Gesucht wurden über einen Zeitraum von 9 Tagen die Ganglinien 
zweier Brunnen (I und II) sowie die eines Pegels. Der Brunnen I sollte 
seine Förderung zu Beginn des 1. Tages mit 0.01 m3/s aufnehmen und 
darauffolgend um täglich 0.01 m3/s gesteigert werden. Der Brunnen II 
sollte anfänglich 0.03 m 3 / s leisten und mit Ablauf des 5. Tages, nachdem 
er zuvor die gleichen Leistungssteigerungen erfahren hat te , abgeschaltet 
werden. 

Ausgangspiezometerhöhe 50 Meter - ungespannt 
" I I 
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Diskretisierung: 20 * 20 Knoten 
Brunnen I - Knoten [9,8] 
Brunnen II - Knoten [13,11] 
Pegel - Knoten [10,10] 
kf - Wert 1 0 ~ 4 m / s (X - Ri.) 
Anisotropiefaktor k y / k x = 1.3 
Speicherkoeffizient 0.1 
Aquiferbasis 0 Meter 

Förder ra ten in m / s : 

Dauer 

l-Tag 
Z.Tng 
3.TQg 
4.Tag 
B.Tag 
B.Tag 

7.T-S 
B.Tag 
9.Tag 

Brunnen I 

0.01 
0.02 
0.03 
0.04 
0.05 
0.06 
0.07 
0.00 
0.09 

Brunnen II 

0.03 
0.04 
0.05 
O.OB 
0.07 

Zei tschr i tüänge kons tan t 1.20 min 
l inker und r e c h t e r Modellrond Fes tpo l en t io l 

Abb. 15: Eingangsdaten und Diskretisierung der Simulation des Stufen-
pumpversuches 
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Die Zeitschrittlänge betrug vereinbarungsgemäß konstant 120 min. 
Die Lage der Brunnen und des Pegels wird aus Abb. 15 ersichtlich. 
Das Modellareal wurde mit einem nichtäquidistanten Raster von 20 * 20 
zellenzentrierten Knoten überzogen, wobei die kleinsten (Brunnen-) Zellen 
Kantenlängen von 20 Meter und die größten Zellen Kantenlängen von 50 
Meter aufwiesen. Als Iterationskriterium wurde eine Differenz von +/— 
0.001 Metern vereinbart. Aus den Abbildungen 16 und 17 lassen sich die 
nahezu deckungsgleichen Verläufe der berechneten Ganglinien ablesen. 

TRADIKON-3D 
5 2 - r — y ^ T ^ 

Strömungsberechnung 

38-

36-

Pegel 
Brunnen 2 
Brunnen 1 

3 ____ 
5 

7 

Abb. 16: 

4 5 6 

Zeit, Tage 

TRADIKON-3D Simulation des Stufenpumpversuches 

10 

Tab. 3: Piezometerhöhen in Meter über NN zu ausgewählten Zeitpunkten 
nach 5 Tagen: 

Brunnen I 
Brunnen II 
Pegel 

ASM 
43.291 
40.845 
47.087 

TRADIKON-3D 
43.257 
40.781 
47.075 

53 

http://J__J._J._LL


ASM — Strömungsberechnung 
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— Pegel 
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Abb. 17: ASM Simulation des Stufenpumpversuches 
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nach 9 r. ?agen: 

Brunnen I 
Brunnen II 
Pegel 

ASM 
37.495 
48.080 
45.993 

TRADIKON-3D 
37.376 
48.075 
45.984 

Die geringen Abweichungen können u.U. durch die unterschiedlichen 
Verfahren der Berechnung der Transmissivitäten zwischen den Zellen 
verursacht sein. Während ASM das einfache geometrische Mittel einsetzt, 
wird in TRADIKON-3D das gewichtete geometrische Mittel benutzt. 

5.6 L e a k a g e a u s e i n e m O b e r f l ä c h e n g e w ä s s e r 

Ein stationärer Lauf sollte Aufschluß über die Richtigkeit der numeri
schen Behandlung der Leakage aus einem Oberflächengewässer in den dar
unter liegenden Aquifer liefern. Dazu wurde ein Testbeispiel aus KINZEL-
BACH (1986) S. 80 übernommen, das wie folgt lautet: 

Ein isotroper, ungespannter Aquifer mit einer Durchlässigkeit von 
3 • 10~4 m/s sei an seinem Ost- und Westrand durch je ein Festpotential 
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mit einer Piezometerhöhe von 75 bzw. 80 Meter ü. NN begrenzt. Die 
Auiferbasis soll bei 10 Meter ü. NN liegen. Der Nord- und Südrand sei als 
undurchlässiger Rand definiert, dessen Verlauf in Abb. 18 durch den schräg 
schraffierten Bereich markiert wird. 

undurchlässiger Rand 
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undurchlässiger Rand 

Abb. 18: Diskretisierung des ungespannten Aquifers 

r 100m 

Das durch ein äquidistantes Raster von 15 * 10 zellenzentrierten 
Knoten diskretisierte Modellareal wird von Westen nach Osten durch einen 
Fluß gequert, dessen Sohle vom Westrand mit 79 Meter ü. NN nach 
Osten auf 72 Meter ü. NN mit einem konstanten Gefälle von etwa 3.5 
Promille abtaucht. Die Flußsohle weist in ihrer gesamten Erstreckung 
einen Leakagefaktor von 5 • l O " 6 « " 1 auf. Der Wasserspiegel des Flusses 
soll 3 Meter über seiner Sohle stehen. Ein nördlich des Flusses gelegenes 
Wasserwerk fördert über einen Brunnen konstant 0.1 ra3 fs. Gesucht wird 
die stationäre Piezometerhöhenverteilung, die sich unter der Annahme einer 
konstanten Grundwasserneubildungsrate von 3 • 10~9m3/s/m2 einstellt. 
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Testbeispiel aus KINZELBACH (1986) S. 80/3 

Isolinienabstaid 0.5 Mefer S/luofion nach 0.00 Tagen 

Abb. 19: TRADIKON-3D Simulation der Leakage aus einem Oberflächen
gewässer 

Aus dem fischgrätenartigen Verlauf der Äquipotentiallinien erkennt 
man sehr gut, daß der Fluß auf seiner gesamten Länge in den Aquifer 
infiltriert und ein Großteil des vom Wasserwerk geförderten Wassers 
somit indirekt dem Fluß entstammt. Der Ergebnisvergleich mit dem 
Aquifersimulationsmodell ASM von KINZELBACH & RAUSCH (1988) für 
zwei exemplarische Knoten ergab folgendes Bild: 

Tab. 4: Berechnete Piezometerhöhen zweier Knoten in Meter ü. NN 

Knoten [10, 5] 
Knoten [ 2, 7] 

TRADIKON-3D 
74.73 
80.74 

ASM 
74.74 
80.74 

Diese Knoten repräsentierten zugleich die höchste bzw. niedrigste Pie-
zometerhöhe innerhalb des Modellareals. Bei einem vorgebenen Abbruch
kriterium von 10~3 Metern benötigte TRADIKON-3D 8 Iterationen (LSOR, 
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Ü = 1.64) und ASM 14, (IADI). Während die TRADIKON Simulation 
als dreidimensionaler Lauf gerechnet wurde, verfährt das zweidimensionale 
Modell ASM so, daß zunächst aus der Potentialdifferenz des Oberflächen
gewässers zu dem unterlagernden Aquifer über die Leakagefaktoren eine 
Sickerwassermenge berechnet wird, die dann den Quellenterm beaufschlagt. 
Ungeachtet dessen stimmen die Berechnungsergebnisse nahezu exakt übe
rein. 
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6 A n w e n d u n g 

6.1 Die F o r s c h u n g s a n l a g e S c h w a l b a c h 

6.1.1 Beschre ibung der An lage 

Die etwa 7 km südwestlich der mittelhessischen Stadt Wetzlar gele
gene Forschungseinrichtung gestattet den Betrieb von Erdsondenwärme-
pumpenanlagen unter realitätsnahen Bedingungen. Sie besteht aus zwei 
Bohrfeldern mit insgesamt 14 Bohrungen und einem Laborgebäude, das 
die Wärmepumpe sowie die zentrale Datenaufzeichnung beherbergt. Das 
erste Bohrfeld besteht aus 10 jeweils 50 m tiefen Bohrungen, die radial-
strahlig um die zentrale Entzugsbohrung Z angeordnet sind. Während die 
Bohrungen Hl und H2 hydraulischen Tests und der Entnahme von Grund
wasserproben dienten, kann in den übrigen Bohrungen 1/1 bis 5/1 über 
Meßsonden das aus den Energieentzügen resultierende Temperaturfeld auf
gezeichnet werden / 1 7 5 / . In der Entzugsbohrung Z wurden im Laufe eines 
Forschungsprojektes / 176 / unterschiedliche Wärmetauscher, in denen als 
Wärmeträgerflüssigkeit eine froststabile Sole zirkuliert, getestet. 

In die Bohrungen des zweiten Bohrfeldes wurden zu Testzwecken Wär
metauscher eingebracht, in denen das Kältemittel direkt verdampft wird. 

Die während der Bohrarbeiten durchörterte Wechselfolge aus Tonschie
fer und Grauwacken oberdevonischen bis unterkarbonischen Alters, wird 
von einer einer 2 m mächtigen Boden- und Füeßerdenauflage überdeckt. Die 
stark tektonisch beanspruchten, paläozoischen Gesteine sind durch junge 
Hebungsvorgänge des Gebirges geklüftet worden. An geologischen Auf
schlüssen der unmittelbaren Umgebung läßt sich eine NW-SE streichende 
Q-Klüftung und eine variszisch streichende L-Klüftung nachweisen, / 1 7 5 / . 
Diese Trennflächen stellen zugleich die einzigen wasserwegsamen Hohlräume 
des Untergrundes dar. Im rechtsrheinischen Schiefergebirge betragen die 
Auflockerungstiefen nur in Ausnahmefällen mehr als 50 m. Der in einer 
Tiefe von 15 m unter Geländeoberkante angetroffene Grundwasserleiter ist 
somit als Kluft grundwasserleiter einzustufen. Aufgrund der exponierten 
Lage des Standortes auf einem Bergrücken und dem somit geringen hy
draulischen Gradienten sind die Grundwasserfließgeschwindigkeiten relativ 
gering, was durch einen Tracerversuch auch bestätigt werden konnte / 1 7 5 / . 
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Abb. 20: Lageplan der Erdsondenforschungsanlage Schwalbach im November 
1987 

Der durch das Wiederanstiegsverfahren nachgewiesenermaßen geringe Spei-
cherkoeffizient des ungespannten Aquifers gilt als Ursache für die relativ 
hohen jahreszeitlichen Schwankungen des Grundwasserspiegels / 1 7 5 / . Die 
Transmissivität des Aquifers läßt sich überschlägig mit 6.4- 10~ 4 ra 2 / s bezif
fern, was unter Brücksichtigung einer Aquifermächtigkeit von 36 m einem 
fc/-Wert von 1.8 • 10" 5 m/s entspricht / 1 7 5 / . Die lokale Grundwasser-
neubildungsrate mit 2 bis 2.5 l/s/km2 darf als typisch für diesen Teil des 
rheinischen Scbieferprebira-ps cplte^ und ist somit relativ o-orinn-

Die anstehenden Gesteine verfügen über eine thermische Leitfähigkeit 
von 1.5 W/mK (Tonschiefer) bis 3.4 W/mK (quarzitische Grauwacke), 
während die Wärmekapazitäten mit 800 - 850 J/kgK naturgemäß ein 
wesentlich schmaleres Spektrum aufweisen (vergl. Anhang 1). Die Gesteine 
verfügen mikroskopisch betrachtet über eine unterschiedlich ausgeprägte 
Anisiotropie ihrer Wärmeleitfähigkeit. Da diese sich jedoch innerhalb 
der Genauigkeit des eingesetzten Meßgerätes bewegt und die geologischen 
Lagerimgsverhältnisse am Projektstandort als nicht restlos geklärt gelten, 
wurden den weiter unten beschriebenen Kalibrierungsläufen isotrope Leit
fähigkeiten zugrundegelegt. 
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Abb. 21: Lage der Bohrungen in dem finiten Differenzen Raster 

Die Anlagenkonzeption gestattet diverse Betriebsmodi der Wärme
pumpe / 1 7 5 / . Mehrere Testentzugsläufe mit quasikonstanter Soletempe
ra tur konnten daher dazu herangezogen werden, das Modell auf den Stand
ort zu kalibrieren. Als etwas nachteilig stellte sich dabei jedoch heraus, 
daß auch relativ weit zurückliegende Wärmeentzüge das Temperaturfeld 
nachhaltig gestört hat ten und somit zu keinem Zeitpunkt, außer zu Beginn 
des Forschungsvorhabens, stationäre Bedingungen vorlagen. Somit mußten 
neben den modelltechnisch bedingten Vereinfachungen auch diverse Verein
fachungen bezüglich des Anfangszustandes getroffen werden, 

6.1.2 Diskret is ierung 

Da die Wärmetauscherlänge von 50 m etwa eine Größenordnung über 
dem zu erwartenden Einflußradius einer 4-wöchigen Wärmeentzugsperiode 
liegt, diente zunächst ein zweidimensionaler Lauf für Parameterstudien an 
den unterschiedlichen Einfluß großen. Auf halber Länge des Wärmetau
schers ist während eines Energieentzuges geometriebedingt der vertikale 
Wärmefluß gegenüber dem horizontalen vernachlässigbar. Daher wurde ein 
Teufenschnitt von 28 m unter GOK durch ein zweidimensionales Raster von 
45 * 45 zellenzentrierten Knoten diskretisiert. 
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Daß bei der getroffenen Diskretisierung einige Bohrungen nicht im 
Zentrum ihrer zugehörigen Zellen liegen, wurde bewußt in Kauf genommen, 
da sich der Lageplan auf die Vermessung an der Geländeoberfläche 
bezieht und alle Bohrungen, durch Inklinometermessungen nachgewiesen, 
mehr oder minder von der Lotrechten abweichen, / 175 / . Derartige 
Messungen weisen naturgemäß einen gewissen Fehler auf, so daß eine 
exakte Diskretisierung innerhalb der vorgegebenen Zellengrößen als nicht 
realisierbar gelten darf. 

6.1.3 W ä r m e e n t z u g mit quas ikonstanter So l e t empera tur 

Der in den Monaten Juli und August 1988 durchgeführte Wär
meentzugstest mit quasikonstanter Soletemperatur eignete sich für die 
Kalibrierung des Modells am besten, da nach 31-tägiger Laufzeit der Anlage 
über einen Zeitraum von mehr als 40 Tagen die Regeneration aufgezeichnet 
werden konnte. 

Bohrung Z 22.7. - 30 .9 .1988 
1° Li i i i I i I I i | I I I I I i i i i | i i i i I i i i i | i i i i I i i i i | i i i i I r i i i | i i i i I i i i i | i i i i I i i i i | i. -

-i p n i I ' ' ' i I ' ' " I ' i ' i I i i i i | i i i i 11 i i i | i i i i I i i xj-|_LXi_i4aaj-L4.u-L i I i i i i | i u a X i E 

0 10 2 0 30 4 0 60 60 7 0 

Zeits Tage 

Abb. 22; Temperaturentwicklung in der Entzugsbohrung Z 

Da die Meßfühler der Temperatursonde aus technischen Gründen nicht 
direkt auf den Wärmetauscher aufgeklebt werden konnten, hängen die auf
gezeichneten Temperaturen stark von der Entfernung zum Wärmetauscher 
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ab. Hierin ist die Ursache für die relativ große Temperaturspreizung von 
etwa 3 K entlang des Bohrloches zu sehen. Vermutlich wiesen einige Fühler 
auch eine leichte Drift von der Kalibriertemperatur auf. Wie auch immer, 
ein zu erwartender Effekt kann deutlich registriert werden: Im unteren Be
reich des Bohrloches erfolgt die Regeneration des Temperaturfeldes nach 
Abschalten der Anlage wesentlich spontaner als im darüberliegenden Be
reich. Die Ursache hierfür ist im halbkugelartig auf das Wärmetauscherende 
gerichteten Wärmefluß zu sehen. 

R e g e n e r a t i o n 22.Aug. - 30 .Sep . 1988 
10 r | i—i i i I i i—i i | i i i i I i i i i—| i i—r~r I i i—i—r-\—i—i—i r I—i r~r~r-z" 

_g r | i i i i | i i i t I i i i i | i i i i [ i i i i | i i J i I i i i -i | i i i i " 

0 B 10 15 SO SB SO 35 40 

Abb. 23: Gemessene Regeneration der Erdreichtemperaturen nach 31-tägi-
gem Wärmeentzug. 

Als Reaktion auf den 31-tägigen Wärmeentzug konnte nur in den 
Bohrungen 2/0 und 4/0 eine signifikante Temperaturerniedrigung registriert 
werden. Bei den übrigen Bohrungen reichte die Auflösung der installierten 
Temperaturfühler von 0.2 K nicht dazu aus, eine eindeutige Reaktion zu 
messen. 

In die TRADIKON-Simulation mußten während der Entzugsperiode 
die in stündlichen Intervallen gemessenen Daten mit einbezogen werden, da 
die Soletemperaturen eben doch nur "quasikonstant" gehalten werden konn
ten. Dazu wurde der zentral gelegene Knoten mit den Indizes (23,23,1) als 
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Abb. 24: Temperaturerniedrigung in Bohrung 2/0 
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Abb. 25: Temperaturerniedrigung in Bohrung 4/0 
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Festtemperaturknoten definiert. Nach Abschalten der Wärmepumpe wurde 
das Datenfile von dem Prozessor entkoppelt und die Temperaturregenera
tion berechnet. Über den gesamten Simulationszeitraum von 104 Tagen 
betrug die Zeitschrittlänge konstant 1 Stunde (2500 Zeitschritte). Bereits 
einer der ersten rein konduktiven Simulationsläufe ergab eine nahezu per
fekte Übereinstimmung mit den gemessenen Temperatur werten. 

S c h w a l b a c h : 7 / 0 0 - 1 0 / 0 0 2 0 i n u . GOK 

u 
o 

NM**1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

File: SW4S49_7c . 

_ |_LJ_l_Ll I 1 1 1 

0 10 20 30 40 50 60 70 00 00 100 110 12(1 

1.1. !>/! 

D. A/l 

n. -i/o 

i). :i/i 

D. 2/1 

n. a/o 

rt. 1/2 

I!. 1/1 

n. z 

Zei l , Tage 
Abb. 26: Rein konduktiv berechnete Regeneration nach 31- tägigem Wärme

entzug (Datensatz 7, Tab. 5) 

Bemerkenswert gut war auch die Übereinstimmung in den ersten 24 
Stunden nach Abschalten der Anlage. Da sich während des Betriebes 
der Wärmepumpe die Soletemperatur stets unterhalb des Gefrierpunktes 
von Wasser lag, mußte sich ein Eispanzer um den Wärmetauscher bilden, 
der anschließend zu einer verzögerten Regeneration führte. Der in Kap. 
2.5 beschrieben Gefrieraigorithrnus ist also in der Lage, die gemessenen 
Vorgänge hinreichend genau zu reproduzieren. 

Mit einer Reihe von Simulationsläufen konnte die Bedeutung der 
in die Berechnung einfließenden physikalischen Parameter abgeschätzt 
werden. Alle Berechnungen wurden mit dem Großrechner CDC 860 
des Hochschulrechenzentrums (HRZ) Gießen durchgeführt, wobei die 
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Regeneration nach 31-tägigem Wärmeentzug 
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Durch die Schmelzenthalpie des Wassers hervorgerufene Verzöger
ung der Temperaturregeneration in der Entzugsbohrung. 

pro Simulationslauf benötigte Rechenzeit zwischen 3300 und 6800 CPU-
Sekunden schwankte. Die Diagramme der Kalibrierungsläufe können dem 
Anhang 2 entnommen werden. 

Tab. 5: Eingangsparameter der 9 Kalibrierungsläufe 

Parameter\Lauf 

Ausgangstemperatur 
Wärmeleitfähigkeit 
des Gesteins 
Wärmekapazität 
des Gesteins 
Porosität 
Di ffusion 
Konvektion 
Fließgeschwindigkeit 
Gefrieralgorithmus 

1 

8.8 
3.0 

850 

3.0 
+ 

-
0.0 
-

2 

8.5 
3.0 

850 

25.0 
+ 

-
0.0 
-

3 

8.5 
3.0 

700 

3.0 
+ 

-
0.0 
-

4 

8.5 
1.5 

850 

3.0 
•f 

-
0.0 
-

5 

8.5 
3.0 

850 

3.0 
+ 

+ , 
5'10"6 

-

6 

8.5 
3.0 

850 

3.0 
+ 

+ 7 

5'10~' 
+ 

7 

8.5 
3.0 

850 

3.0 
4-

. 
0.0 
+ 

8 

8.5 
3.0 

850 

3.0 
+ 
+ 

0.0 
+ 

9 

8.5 
3.0 

850 

3.0 
+ 

. 
0.0 
-
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6.1.4 W ä r m e t r a n s p o r t im B o d e n 

Zur Abschätzung der Auswirkungen der Klimafaktoren auf den Wär
mehaushalt des Bodens und der ihn unterlagernden Gesteine wurde am 
Standort der Forschungsanlage ein aufwendiges Meßprogramm gefahren. 
Neben den stündlichen Niederschlägen wurden die Lufttemperaturen in ver
schiedenen Höhen über Geländeoberkante (GOK) und die Windgeschwin
digkeit in 3 m Höhe registriert, während das zur Messung der Globalstrah
lung installierte Sternpyranometer leider keine interpretationswürdigen Da
ten lieferte. Das resultierende Temperaturfeld konnte in einer 2.4 m tiefen, 
etwa 1 m von 1/2 entfernten Bohrung beobachtet werden, die in vertikalen 
Abständen zu je 10 cm mit insgesamt 24 Temperaturmeßsonden bestük-
kt war. Da ja der Schwerpunkt des Forschungsprojektes eindeutig anders 
akzentuiert war, konnten die folgenden, wichtigen Einflußgrößen nicht un
tersucht werden: 

• Porositäts - Tiefen - Profil 

• hydraulische Leitfähigkeit in verschiedenen Tiefen 

• Ganglinie des Wassergehaltes in verschiedenen Tiefen 

• Feldkapazität in verschiedenen Tiefen 

• mineralogische Zusammensetzung des Bodensubstrates 

• Höhe und Dauer der Schneebedeckung im Winter 

• biogene und chemische Wärmeproduktion im Boden 

• Einfluß der Vegetation 

• Einfluß der feuchtigkeitsabhängigen Tönung des unbewachse
nen Bodens und der damit verbundenen Adsorptionsfähigkeit 
von Infrarotstrahlung 

• Wärmeübergangskoeffizient an der Boden - Luft - Schnittstelle 

beim diffundiv - konvektiven Wärmetransport in der 
ungesättigten Bodenzone um einen im höchsten Maße gekoppelten Prozess 
handelt — der Wasserhaushalt wird von dem herrschenden Temperaturfeld 
kontrolliert, die diffundiv - konvektive Feuchtigkeitsmigration beeinflußt 
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den Wärmetransport usw. /66/, / 1 2 8 / , /137 / , / 1 5 7 / , / 1 9 8 / — ist die 
Kalibrierung eines für den Wärmetransport in der Pedosphäre geeigneten 
Modells, ohne die oben erwähnten Punkte a priori zum Scheitern verurteilt. 
Vor diesem Hintergrund ist die nachfolgend vorgestellte, rein konduktive 
Simulation zu betrachten. 

Zunächst wurde eine niederschlagsarme Periode ausgewählt um den 
Einfluß der Konvektion vernachlässigen zu können. Da sich gleichzeitig 
große Temperatur Variationen im obersten Bodenkompartiment am ehesten 
für die Kalibrierung des Modells eignen, erschienen die Temperatur kurven 
des Monats August 1988, in dem nur etwa 12.5 mm Niederschläge fielen, 
ideal. 

Bodentemperatureri Schwalbach 
3 0 - T — i — i — i — | — i — i — i — i — | — i — i — i — r — I — i — r — r ~ ~ i — | — i — i — i — i — I i i ~ i — i — | — r 

5 1 0 1 5 2 0 2 5 3 0 

August 1988 
Abb. 28: Gemessene Temperaturen in den obersten 0.5 Meter des Schwalba-

cher Bodenprofils 

Das zu simulierende Boden- und Gesteinsprofil wurde eindimensional 
durch eine nichtäquidistante Anordnung von 39 zellenzentrierten Knoten 
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diskretisiert, wobei der unterste Knoten mit einer über die gesamte Simu
lationsdauer konstanten Temperatur von 8.8 °C 19 Meter unter GOK lag. 
Die Temperatur des oberen Randkompartiments wurde aus der gemesse
nen Kurve — 0.0 m in Abb. 28 — vorgegeben. Die Anfangsbedingungen, 
die maßgeblich die Qualität der Ergebnisse einer solchen Simulation beein
flussen, ergaben sich aus der stationären Wärmetransportberechnung unter 
Berücksichtigung aller zu diesem Zeitpunkt bekannten Temperaturen, also 
auch denen der Bohrung 1/2. Über den gesamten Simulationszeitraum von 
31 Tagen betrug die Zeitschrittlänge konstant 60 Minuten. In den sel
ben Intervallen wurden die Temperaturen des obersten Knotens durch die 
Meßwerte einer externen Datei erneuert. Die thermophysikalischen Eigen
schaften des Bodens wurden wie folgt angenommen: 

• Wärmekapazität des Festkornes 850 J/kgk 

• Wärmeleitfähigkeit: 0 - 5.5 m u .GOK 1.8 W/mK; darunter 
2.0 W/mK 

» Dichte des Festkornes 2.65 g/m3 

Der Kalibrierungslauf mit der besten Anpassung an die gemessenen 
Temperaturkurven wies folgende Eingangsparameter auf: 

• Gesamtporosität $ 9 von 0.35 allmählich auf 0.05 nach unten 
hin abnehmend 

• Wassersättigungsgrad ^ von 20% auf 100% nach unten hin 
zunehmend 

Als Kalibriergrößen wurden somit nur die nach / 210 / berechneten 
effektiven Wärmeleitfähigkeiten und die nach Gl. (3.50) berechneten 

Wie aus dem Vergleich der Abb. 28 und 29 deutlich wird, ist die 
Übereinstimmung der gemessenen mit den berechneten Kurven trotz der 
starken Vereinfachungen erstaunlich gut. In beiden Fällen paust sich 
die enorm oszillierende Tagesganglinie je nach Tiefe mehr oder weniger 
gedämpft und phasenverschoben auf die tieferen Bodenhorizonte durch, bis 
schließlich bereits 0.5 m unter GOK nur noch ein Großzyklus erkennbar ist. 
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berechnete Bodentempera turen 
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Abb. 29: Simulierte Temperaturen in den obersten 0.5 Meter des Schwal-

bacher Bodenproflles 

6.2 Erdsondenanlage G ö t t i n g e n 

6.2.1 Beschre ibung der An lage 

Die der Beheizung eines Einfamilienhauses dienende Erdsondenwärme-
pumpenanlage Göttingen besteht aus 6 je 40 m tiefen Bohrungen und einer 
Wärmepumpe mit einer Abgabeleistung von 17 kW. Während der Bohr
arbeiten wurden die Ceratitenkalke des oberen Muschelkalkes durchörtert. 
Für diese Gesteine — im wesentlichen Kalke und Mergel — läßt sich über
schlägig eine isotrope Wärmeleitfähigkeit von 3.4 W/mK und eine Wärme
kapazität von 820 J/kgK abschätzen, (vergl. Anhang 1), während der 
Gesamtporenraum mit 5% beziffert wurde. Der Grundwasserflurabstand 
beträgt aufgrund der exponierten Lage auf einem Bergrücken mehr als die 
erbohrten 40 m, weshalb die nachfolgenden Simulationen rein konduktiv 

69 



r 4.10 -y- 4.00 ' 

r B.IO -, j 
- • B3 *" 

Bl • ,-
B2 0.50 -' 

- ^ 

6 1 2 5.55 

B4 B6 

i.3s B5 
. L 

3 .87 . ^ 3 . e B , 0 . B 9 J 

p __ . ß. 86 • -j 

Erdsondenauslegung Standort Goettingen 

• Bohrungen 1 - 6 

Abb. 30: Lageplan der Erdsondenanlage Gött ingen 

durchgeführt werden konnten. Die Lage der Bohrungen zueinander geht 

aus Abb. 30 hervor. 
In allen Bohrungen wurden Wärmetauscher installiert, während der 

Testphase waren jedoch nur die Bohrungen B l , B2, B3, B5 und B6 
mit der Wärmepumpenanlage verbunden. Die Beobachtungsbohrung B4 
sollte der Aufzeichnung des resultierenden Temperaturfeldes dienen, die 
installierte Temperatursonde versagte jedoch irreparabel kurze Zeit nach 
Inbetriebnahme der Anlage. Vor dem Hintergrund, daß somit keine 
Möglichkeit bestand, das Modell auf den Standort zu kalibrieren, sind die 
nachfolgend beschriebenen Simulationen zu betrachten. 

6.2.2 D i s k r e t i s i e r u n g 

Zwei zweidimensionale Simulationen sollten Aufschluß über die mögli
che Beeinflussung der Bohrungen untereinander und die Auswirkungen ver
schiedener Betriebsmodi der Wärmepumpe auf die anschließende Regene
ration liefern. Von besonderem Interesse waren auch die langfristigen Aus
wirkungen der Energieentzüge auf die Erdreichtemperaturen. Dazu wurde 
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das Areal durch ein sehr feinmaschiges Raster von 79 * 67 zellenzentrierte 
Knoten — ingesamt 5293 — diskretisiert. Die kleinsten Zellen hatten eine 
Kantenlänge von 6 mal 6 cm und die Vergrößerung der Kantenlängen zweier 
benachbarter Zellen betrug maximal 35%. Für die Modellränder wurde über 
den gesamten Simulationszeitraum eine konstante Temperatur von 9.0 °C 
angenommen. 

1 3 5 7 9 l'l 13 15 ' 17 

Meter 

Abb. 31: Ausschnitt der Diskretisierung der Erdsondenanlage Göttingen; die 
Distanz zu den Modellrändern beträgt an jeder Seite etwa 33 Meter 
(jeweils 7 Knotenreihen) 

Da die Anlage im normalen Heizbetrieb lief, wurden die Betriebs-
zustände der Wärmepumpe primär von den herrschenden Außentempera
turen und der Brauchwasseranforderung kontrolliert. Abb. 32 zeigt exem
plarisch die Entwicklung der Erdreichtemperaturen eines 4-wöchigen Zeit
raumes der Heizperiode 1987/88 von Bohrung B l . Wie man an dem zak-
kenartigen Temperatur verlauf erkennt, wechseln sich zyklisch kurzzeitige 
Wärmeentzüge und länger anhaltende Regenerationsphasen ab. 
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Abb. 32: Gemessener Temperaturverlauf in der Bohrung Bl, November / 
Dezember 1987 

Basierend auf der Beobachtung, daß die durchschnittliche Betriebszeit 
der Wärmepumpe etwa 2000 Stunden im Jahr beträgt und sich dabei die 
Temperaturen in den Entzugsbohrungen auf etwa \°C absenken, wurden 
für beide Simulationen die nachfolgend beschriebenen Vereinfachungen 
getroffen. 

Vom 1.10. - 31.12. (92 Tage) sollte die Anlage täglich 2 mal 4 
Stunden, vom 1.1. - 28.2. (59 Tage) 3 mal 4 Stunden und vom 1.3. -
30.4. (61 Tage) 2 mal 4 Stunden pro Tag in Betrieb sein. Daraus ergibt 
sich an insgesamt 212 Tagen eine jährliche Laufzeit von insgesamt 1932 
Stunden. 1 Bei der ersten Simulation wurde die in den Bohrungen während 
der Betriebsphasen der Wärmepumpe herrschenden Temperaturen mit 
konstant \°C fest vorgegeben, bei der zweiten wurden die Entzugsleistungen 
der Wärmetauscher konstant gehalten. 

Diese grobe Vereinfachung ergab sich aus der Notwendigkeit, die 

1 In der Heizperiode 1987/88 betrug die Laufzeit der Wärmepumpe 1920 
Stunden, in denen die Anlage dem Erdreich — überschlägig abgeschätzt — 
insgesamt 17.4 MWh Wärmeenergie entzog. Der saisonale Leistungskoeffizient 
konnte mit 2.53 beziffert werden. 
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Anzahl der Zeitschritte wegen des enormen Rechenaufwandes zu limitieren. 
Die Zeitschrittlänge betrug in beiden Läufen über den gesamten Simula
tionszeitraum von jeweils 7 Jahren konstant 4 Stunden (15330 Zeitschritte). 
Trotz alledem benötigte der eingesetzte Großrechner CDC 860 24 bzw. 28 
CPU-Stunden für die Lösung des gestellten Probleme. 

6.2.3 W ä r m e n t z u g mit konstanter B o h r l o c h t e m p e r a t u r 
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u 
0) 

Abb. 

Zeit , Tage 

33: Geglätteter Temperatur verlauf in den Bohrungen Bl - B6, 1. 
Betriebsjahr 

Die in den Abb. 33 - 36 dargestellten Temperatur verlaufe lassen 
eine asymptotische Abnahme der verbleibenden Temperaturabsenkung 
erkennen, die sich im Mittel durch die folgende Beziehung recht gut 
reproduzieren läßt: 

T •1.804 l1 -0.38£ !) +8 .378 (6.00) 

wobei: 

T mittlere Temperatur in den Entzugsbohrungen zu Be
ginn des a-ten Betriebsjahres unter der Annahme einer 
gegebenen Bohrlochtemperatur von \°C 

73 



24-Stunden Mittel - 3. Hetriebsjahr 
I | _ L J I 1 I I 1—I I I 1 1- I I | — l I I L—J I 1—L_J_ | - J....I . 

350 

Zeit, Tage 

Abb. 34: Geglätteter Temperaturverlauf in den Bohrungen Bl 
Betriebsjahr 
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Abb. 37: Numerische Approximation der verbleibenden Temperaturabsen

kung bei vorgegebener Bohrlochtemperatur 
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Demnach würde sich bei einer längerfristigen Prognose eine verblei
bende Temperaturabsenkung auf etwa 6.5 °C 2.5 K von der Aus
gangstemperatur von 9.0 °C gerechnet — einstellen. Bei dieser Betriebsart 
nimmt zwangsläufig die Entzugsleistung der Anlage analog zur verbleiben
den Temperaturabsenkung ab. 

6.2.4 W ä r m e n t z u g mi t konstanter Entzugs l e i s tung 

Bei der zweiten Simulation wurde in den beschriebenen Zyklen eine 
konstante Sondenentzugsleistung von 45.8 W/m vorgegeben. Bei einer 
Sondenlänge von ingesamt 200 rn und einer Laufzeit der Wärmepumpe 
von 1932 h/a ergibt somit eine Einzugsleistung von 17.7 MWh/a. 
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Abb. 38: Geglätteter Temperaturverlauf in den Bohrungen Bl - B6, 1. 
Betriebsjahr 

Auch hier läßt sich für den simulierten Zeitraum eine gute Näherung 
für die jährlich verbleibende, mittlere Temperaturabsenkung finden: 

T = 3.182- (e" -0.2939-a ) + 5.205 (6.01) 

wobei: 

76 

10 -ri—r 

: 24-Stunden Mittel - 3. Betriebsjahr 
- I — ' — ' — ' — i — i — i — i — i — i — i — i — i i i i ' ' • i i i i i i | i 

175 

IM 

D3 

D2 

Dl 

Zeit, Tage 

Abb. 39: Geglätteter Temperaturverlauf in den Bohrungen Bl 
Betriebsjahr 

- B6, 3 

10 -d 

: 24-Stunden Mittel - 7. Betriebsjahr 
-•« q — ' ' i i i i j i i i i _ i i i i i_ i i i i i i ,_ 

150 200 aoo 350 

Zei t , Tage 

• 40: Geglätteter Temperaturverlauf in den Bohrungen Bl 
Betriebsjahr 

MlUe 

DO 

- B6, 7. 

77 



l o Hrt-T^n-^T-t-T-^-i-^-T-t-r-t-r^^ 

v.' M /̂l 1 

\ \ 

n 
24-Stunden Mittel - 7 Betriebsjahre 

I I I 1 1 I I I I I + 1 I 1 I I I 1 1 I I I 1-1- 4 - 4 - U - L 4 - U - L 4 4 _ a - 4 - i - 4 - U -

Zei t , Tage 

Abb. 41: Geglätteter Temperaturverlauf in den Bohrungen Bl - B6 über 7 
Betriebsjahre 

T mittlere Temperaturabsenkung in den Entzugsbohrun
gen zu Beginn des a-ten Betriebsjahres unter der An
nahme einer gegebenen Entzugsleistung von 45.8 W/m 

Da, wie bereits erwähnt, weder eine Möglichkeit bestand, das Modell 
auf den Standort zu kalibrieren, noch exakte Wärmemengenmessungen an 
der Anlage vorlagen, muß die Interpretation der Simulationsläufe einige 
Fragen offen lassen. 

Ungeachtet dessen läßt sich aus den Abb. 37 und 42 zumindest ein zu 
erwartender Effekt deutlich erkennen: Die Temperaturen in der exponiert 
gelegenen Bohrung B l regenerieren sich deutlich besser als die der übrigen 
Bohrungen. Am schlechtesten erfolgt die Regeneration in der zentral 
gelegenen Bohrung B2, während die Temperaturverläufe in den übrigen 
Bohrung ein sehr ähnliches Verhalten zeigen. 
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Abb. 42: Numerische Approximation der verbleibenden Temperaturabsen

kung bei vorgegebener Entzugsleistung 

6.3 Temperaturprognose in große Tiefen 

Bei der Temperaturprognose für größere Tiefen (> 1000 m) können 
die Druck- und Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit das Er
gebnis einer Berechnung stark beeinflussen. Im Anhang 1 werden verschie
dene Korrekturverfahren vorgestellt, mit deren Hilfe man die im Labor ge
messenen Abhängigkeiten modelltechnisch berücksichtigen kann. Zur Ab
schätzung der Auswirkungen der von / 9 1 / ermittelten P/T-Abhängigkeiten 
von Disthen-Sillimanit-Gneisen und Amphiboliten der Kontinentalen Tief
bohrung (KTB) wurden 3 Testsimulationen durchgeführt. Dabei wurden 
folgende Vereinfachungen getroffen: 

• K0 = 3.0 W/mK 

• basaler Wärmefluß 100 mW/m2 

• keine interne Wärmeproduktion 

• rein konduktiver Wärmetransport 

Als obere Randbedingung der eindimensionalen Simulation wurden 
10 °C vorgeben. Durch die P/T-abhängige Wärmeleitfähigkeit erhält das 
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TRADIKON - Simulation mit P / T - k o r r i g i e r t e r WLF 
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Abb. 43: 

T e m p e r a t u r , °C 

Eindimensionale Temperaturberechnung mit druck- und tempera
turabhängiger Wärmeleitfähigkeit 

Problem einen stark nichtlinearen Charakter, sodaß die numerische Lösung 
nicht nur gegen die gesuchten Temperaturen, sondern auch gegen die sich 
einstellenden Wärmeleitfähigkeiten konvergieren muß. Die Konvergenz 
gegen ein Iterationskriterium von 10~4 K ließ sich nur durch eine kräftige 
Unterrelaxation (Q = 0.2) bewerkstelligen, die eine Anzahl 72 (Amphibolit) 
bzw. 98 (Di-Si-Gneis) Iterationsschritten nach sich zog. 

Die Temperaturen in 2725 m Tiefe betrugen bei der unkorrigierten Si
mulation 100.83 °C, bei den korrigierten Simulationen 102.37 (Amphibolit) 
bzw. 103.65 °C (Di-Si-Gneis). 

Inwieweit man die oben erwähnten Korrekturverfahren in größere 
Tiefen projizieren darf, ist ungewiß. Setzt man jedoch die Simulation 
mit denselben Eingangsparametern bis in eine Tiefe von 10 km fort, 
so resultieren 343.31 °C für die konstante WLF, 365.79 (Amph.) bzw. 
380.66 °C (Di-Si-G.) für die P/T-korrigierten Wärmeleitfähigkeiten. Neben 
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einer möglichst genauen Abschätzung des basalen Wärmeflußes und 
der internen Wärmeproduktion sind daher vor allem auch die P / T -
Abhängigkeiten der W L F für eine möglichst genaue Temperaturprognose 
in große Tiefen erforderlich. 
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7 Diskussion 
Das hier vorgestellte finite Differenzen Wärmetransportmodell hat 

in der Validierung gegenüber analytischen Lösungen und einem anderen 
Strömungsmodell gezeigt, daß es unter Beachtung aller Diskretisierungsvor-
schriften in der Lage ist, den konvektiv-diffundiven Wärmetransport sowie 
die Strömung in einem porösen Medium hinreichend genau zu berechnen. 

Bei der Kalibrierung des Modells auf den Standort der Erdsondenfor-
schungsanlage Schwalbach haben sich folgende Ergebnisse herausgestellt: 

• der konvektive Anteil des Wärmetransports ist an dem 
gegebenen Standort aufgrund des geringen hydraulischen 
Gradientens und der niedrigen durchflußwirksamen Porosität 
vernachlässigbar 

• der relativ simple Gefrieralgorithmus ist in der Lage, den 
Phasenwechsel von Grundwasser im Erdreich hinreichend 
genau nachzubilden 

• die Regeneration der Erdreichtemperatur in der direkten Son
denumgebung wird bei den gegebenen Wärmeentzugsbedin
gungen nur einige Stunden nach Abschalten der Anlage durch 
das Schmelzen von Eis verzögert 

• der instationäre Wärmetransport in der ungesättigten Boden
zone läßt sich zumindest in niederschlags- und frostfreien Pe
rioden rein konduktiv berechnen 

Zwei zweidimensionale Simulationen der Göttinger Erdsondenanlage 

haben folgendes ergeben: 

• ungeachtet des gewählten Betriebsmodus der Anlage — 
vorgegebene Bohrlochtemperatur oder Entzugsleistung — 
wird zwischen zwei Heizperioden das Temperaturfeld nicht 
mehr vollständig regeneriert 

e die verbleibende Temperaturabsenkung läßt über den Simu
lationszeitraum von jeweils 7 Jahren durch e—Funktionen be
rechnen und innerhalb gewisser Schranken auch in die Zukunft 
extrapolieren 

• unter dem Vorbehalt, daß keine Möglichkeit bestand das 
Modell auf den Standort zu kalibrieren, scheint die Anlage 
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bei einer vorgegebenen Entzugsleistung von 17.8 MWh/a 
mit 5 Bohrungen etwas unterdimensioniert zu sein — sowohl 
was die Abstände der Bohrungen untereinander als auch die 
installierte Sondenlänge betrifft 

• letzteres wird dadurch bestätigt, daß nach Beendigung des 
Versuchsbetriebes der Anlage durch das Einbeziehen der 
Bohrung JB4 eine spürbare Verbesserung der Leistungszahl 
eintrat 

• ein Hinweis auf den nach den Ergebnissen der Simulation 
etwas zu dicht gewählten Bohrlochabstand ist die Tatsache, 
daß am Ende einer Heizperiode die tiefsten Temperaturen 
im Mittelpunkt des Bohrfeldes angetroffen werden, (in den 
gezeigten Diagrammen als "Mitte"bezeichnet). 

Die Temperaturprognose in größere Tiefen ergab, daß neben einer 
möglichst genauen Kenntnis der internen Wärmeproduktionsraten und des 
basalen Wärmeflusses auch eine möglichst gute Abschätzung der Tempera
turabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit über das Zutreffen einer Simulation 
entscheiden kann. 
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Anhang 1: 

Physikal i sche Eigenschaften 

Wasser: 

Molekulargewicht: M == 18.0153 g/mol 

Dichte: 

Die Dichte von Wasser nimmt mit steigender Temperatur ab. Die aus 
/ 120 / entnommenen Tabellenwerte lassen sich durch folgende Beziehung 
approximieren: 

pw = 0.9998966 + 0.4545388 • 10" 4 T - 0.7095728 • 10~5 T2 

+0.2760997 • 10~7 T3 [g/cm3] (A1.00) 

Da im hier hauptsächlich betrachteten Temperaturbereich von 0—15 °C 
die Dichteunterschiede relativ gering sind, wurde allen Berechnungen eine 
konstante Dichte von 1000 kg/m3 zugrunde gelegt. Bei geothermischen 
Fragestellungen oder z.B. bei der Simulation einer Warmwasserinjektion in 
einen Aquifer ist die Berücksichtigung der Dichteunterschiede wegen des 
Effektes der gravitativ bedingten Konvektion zwingend erforderlich.1 

Wärmeleitfähigkeit: 

Über die Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von Wasser 
werden in der Literatur unterschiedliche Auffassungen vertreten. Nach 
/ 2 0 2 / läßt sich die Wärmeleitfähigkeit von Wasser durch die folgende 
Beziehung berechnen: 

— 1390.53 + 15,1937 T — 0.0190398 T 2
 rTTr. r „ , , , _ , . 

K - = 4 .1868-lo-« lw/mR] ( A m ) 

mit dieser Thematik beschäftigen sich eine Reihe von Publikationen, z.B. 
/ 2 / , /24/ , /36 / , /46/ , / 5 1 / , /100/, /102/, /121 / , /163/ , /165/, /174/, /209/ und 
/212/ 
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Abb. A.l . l : Temperaturabhängigkeit der Dichte von luftfreiem Wasser bei 760 
Torr 

wobei T = Temperatur in K, während NEISS(1982) für die Tabellenwerte 
von SCHMIDT(1969) die parabolische Approximation angibt: 

Kw = 0.569 + 1.88389 • 1(T3 T - 7.7222 • K T 6 T2 [W/mK] (A1.02) 

wobei T = Temperatur in °C. 
Insgesamt sind die temperaturbedingten Änderungen der Leitfähigkei

ten relativ gering, sodaß alle Berechnungen mit einer konstanten Leitfähig
keit von 0.57 W/mK durchgeführt wurden. 

Wärmekapazität: 

Im Temperaturbereich von 0 bis 20 °C nimmt die Wärmekapazität 
mit steigender Temperatur ab. Die von /120 / angegebenen Tabellenwerte 
lassen sich durch folgende Beziehung hinreichend genau reproduzieren: 

Cw = 4216.9 - 3.209 T + 0.0739 T2 [J/kgK] (A1.03) 

Die temperaturbedingte Variation der Wärmekapazität wird im Modell 
als vernachlässigbar angesehen, weshalb alle Berechnungsergebnisse auf 
einem Wert von 4200 J/kgK basieren. 

A.1.2 

-r-r-m-j^r-TT-r^-T-r-T-j-r^^ 
TOULOUKIAN et al.(l970) in FAROUKI(19B6) 
SCHMIDT(1969) in NSISS(1982) 
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Abb. A.1.2: Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von Wasser für 
die Verfahren nach NEISS(1982) und TOULIKIAN(1970) 

Viskosität: 

Die kinematische Viskosität von Wasser ist sehr stark von der 
Temperatur abhängig. Die Tabellen werte von / 1 2 0 / lassen sich durch die 
folgende Beziehung recht gut reproduzieren: 

Hkin = 0.88977 ( l + 1.70623 • e"0-0 3 4 0 6 r ) - 0.635 [mm2/s] (A.1.04) 

wobei T die Temperatur in °C. 
Die hydraulische Leitfähigkeit eines porösen Mediums verhält propor

tional zur Fluiddichte und umgekehrtproportional zur Viskosität des durch
strömenden Fluids, sodaß die intrinsische Permeabilität K wie folgt definiert 
werden kann: 

K = ^ ^ (A.1.05) 
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Die in Gleichnung A.1.04 dargestellte Temperaturabhängigkeit kann 
im Modell zwar berücksichtigt werden, für die Temperaturbereiche da
vorgestellten Simulationen schienen die Änderungen im Vergleich zur 
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Abb. A.1.4: Temperaturabhängigkeit der kinematischen Viskosität 
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Genauigkeit, mit der man durch Feld- oder Laborversuche den kf-
Wcrt bestimmen kann, zu gering, sodaß generell von einem konstanten 
Durchlässigkeitsbeiwert ausgegangen wurde. 

Schmelzwärme: 

Die molare Schmelzwärme von Wasser beträgt etwa 6030 J/rnol, / 120 / , 
oder — unter Berücksichtigung des oben angeführten Molekulargewichtes 
von Wasser — etwa 3.336 • 105J/kg 

Eis: 

Dichte: 

Die Abhängigkeit der Dichte des Eises von der Temperatur wurde im 
Modell vernachlässigt. Ein Wert von pe = 9 1 7 kg/m3 erschien hinreichend 
genau. 

Wärmekapazität: 

Die Wärmekapazität von Eis läßt sich nach / 1 4 5 / durch die Beziehung: 

Ce = 2110 + 7.79 T [J/kgK] (A1.06) 

wobei T = Temperatur in °C, berechnen. Dieser Ansatz stimmt recht gut 
mit den Angaben von HODGEMAN(1955)2 überein: 

C e = 2114 + 7 . 5 8 T [J/kgK] (A.1.07) 

mit T = Temperatur in °C, überein. Die relativ geringen Änderungen 
innerhalb des in der vorliegenden Untersuchung betrachteten Temperatur
bereiches rechtfertigten jedoch nicht den immensen zusätzlichen Rechenauf-
wand, sodaß alle Berechnungen mit einer konstanten Wärmekapazität von 
2114 W/mK durchgeführt wurden. 

Wärmeleitfähigkeit: 

Die Wärmeleitfähigkeit von vielen kristallinen Nichtmetallen läßt sich 
durch die Beziehung 

Knm = ^ [W/mK] (A.1.08) 

2 HODGEMAN (1955): Handbook of Chemistry and Physics. 
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T e m p e r a t u r , C 

Abb. A.1.5: Abhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit des Eises von der Tempera
tur, nach NEISS(1982) 

wobei a und n materialspezifische Größen und T die Temperatur in Kelvin 
bedeuten, abschätzen. Nach / 1 4 5 / läßt sich demnach für Eis a mit 1631.24 
und n mit 1.174 beziffern. 

CARSLAW & JAEGER (1959), / 3 8 / , geben einen Wert von 2.22 
W/mK (bei 0 °C) an. Da die Temperaturabhängigkeit innerhalb 
des betrachteten Temperaturbereiches relativ gering ist, wurde allen 
Berechnungen ein Wert von 2.25 W/mK zugrundegelegt. 

G e s t e i n e : 

Wärmeleitfähigkeit 

Die an der Erdoberfläche vorkommenden Gesteine weisen sehr unter
schiedliche Wärmeleitfähigkeiten auf. Dies hängt bei porenarmen Gestei
nen vornehmlich mit den stark variierenden Quarzgehalten zusammen, da 
Quarz mit 7.7 W/mK, / 6 4 / , zu den am besten wärmeleitenden Minera
len gehört. Die Wärmeleitfähigkeit der Gesteine ist sowohl druck- als auch 
temperaturabhängig, allerdings in so geringem Maße, daß die Änderungen 

- A.1.6 

innerhalb des hier hauptsächlich betrachteten P / T - Bereiches auf dem Ni
veau der Meßgenauigkeit liegen. Die Erhöhung der Wärmeleitfähigkeit kor
reliert mit der Temperatur negativ und mit dem Druck positiv, / 9 1 / . Spe
ziell die Metamorphite werden durch eine z.T. sehr ausgeprägte Anisotropie 
der Wärmeleitfähigkeit geprägt, sodaß das Verhältnis parallel/senkrecht zur 
Foliation gemessener Werte leicht die Zahl 1.5 übersteigen kann. Ungeach
tet dessen werden im folgenden einige Literaturwerte für wichtige Magma-
tite, Metamorphite und Sedimentgesteine zusammengestellt, bei denen die 
Meßtemperaturen zwischen 0 und 30 °C variierten. 

Tab. A.l . l Wärmeleitfähigkeiten wichtiger Erguß- und Tiefengesteine 

Gestein 

Granit 
Syenit 
Diorit 
Anorthosit 
Gabbro 
Dunit 
Porphyr 
Basalt 
Diabas 
Trachyt 
Tuffe 

Wärmeleitfähigkeit [W/mK] 

2.17-3.43 
1.85 
2.31 
1.75 
2.51 
5.19 
3.34 
1.80-2.17 
2.20 
2.30 
0.36 

Quelle 

/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 

Eine sehr detaillierte Beschreibung von Wärmeleitfähigkeitsmessungen 
an magmatischen Gesteinen mit unterschiedlichen Meßverfahren kann / 8 7 / 
entnommen werden. 

A.1 .7 -



Tab . A.1.2 Wärmeleitfähigkeiten wichtiger metamorpher Gesteine 

Gestein Wärmeleitfähigkeit [W/mK] Quelle 

Gneis 
Gneis 
Metabasite 
Glimmerschiefer 
Schiefer 
Tonschiefer 
Mamor 
Quarzit 

1.80-2.81 
2.30-4.00 
2.40-2.60 
2.93 
2.05 
0.70-1.70 
2.09-3.22 
5.74 

/ A O l / 
/ A 0 4 / 
/ A 0 4 / 
/ A O l / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 3 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 

Tab. A.1.3 Wärmeleitfähigkeiten wichtiger Sedimentgesteine 

Gestein Wärmeleitfähigkeit [W/mK] Quelle 

Konglomerat 
Sandstein 
Sandstein, trocken 
schluffiger Sand 
Siltstein 
Sand, wasserfrei 
Sand, 10% Wasser 
Sand, fein, trocken 
Sand, grob, trocken 
Grauwacke, quarzreich 
Kalkstein, kompakt 
Kalkstein, porös 
Kalkstein, (-) 
Dolomit 
Mergel 
Tone 
Schieferton 
Lehm, lufttrocken 
Lehm, wassergesättigt 

2.09 
1.46-4.19 
0.88 
0.69 
0.68 
0.29 
1.04 
0.63 
0.55 
3.00-3.40 
2.10-3.35 
1.05-2.30 
1.70 
5.00 
0.92-2.22 
0.92-1.84 
0.59-2.76 
0.25 
0.86 

/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 2 / 
/ A 0 2 / 
/ A 0 2 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 2 / 
/ A 0 2 / 
/ A 0 3 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 2 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 
/ A 0 1 / 

/ A 0 1 / LANDOLT & BÖRNSTEIN (1967): 6. Auflage, Band III 

A.1.8 

/A02/ 

/A03/ 

/A04/ 

FAROUQ ALI, S. M. (1970): Oil Recovery by Hot Water 

Flooding.- Producers Publishing Co., Inc. Bradford, PA. 

unveröffentliche Messungen am Institut für Angewandte Geowis-

senschaften der Justus-Liebig-Universität Gießen 

HUENGES, E. et al. (1989): Geophysik.- in: EMMERMANN, 

R. et al. (ed.) (1989): KTB-Report 89/2 (in Druck) 

Bei bestimmten Fragestellungen kann jedoch die Berücksichtigung der 
Temperatur und Druckabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von besonde
rem Interesse sein. Deshalb wurde eine polynomische, eine exponentielle 
sowie eine reziproke Korrekturmöglichkeit vorgesehen. Das letztere Ver
fahren berücksichtigt — im Gegensatz zu den ersten beiden Verfahren — 
neben der Temperatur auch den Druck, dem ein Gestein ausgesetzt ist: 

Kkorr = K0a e ( 6 T ) + KQc (A1.09) 

Kkorr = K0 + K0 (r(a + T{b + Tc)}\ ( A I . 10) 

3.5 

0.0-

— r — r — r — | - , , t . - , • . » — t — r 

Modell: k = ka * EXP(Z * T) 

Z = - 0 . 0 0 3 
Z = - 0 . 0 0 2 
Z = - 0 , 0 0 1 

100 2 0 0 3 0 0 

Tempera tu r , °C 

400 500 

Abb. A.1.6: Temperaturkorrektur der Wärmeleitfähigkeit nach dem exponen-

tiellen Ansatz 
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Modell: k = k. + k. * ( A * T + D * T , + C * T') 

— A = - 2 . 5 E - 3 B = 2 .5E-6 C = 0. 
—- A = - 2 . 0 E - 3 B = 2 .0E-6 C = 0. 
— A = - 1 . 5 E - 3 B = 1.5E-6 C = 0. 

100 200 300 

Tempera tu r , °C 

400 500 

Abb. A.1.7: Temperaturkorrektur der Wärmeleitfähigkeit nach dem polynomi
schen Ansatz 

In der Literatur sind sehr wenige Daten über die Temperaturabhängig
keit dokumentiert. LANDOLT & BÖRNSTEIN (1967) publizierten die 
Wärmeleitfähigkeiten bei unterschiedlichen Temperaturen von einigen Tie
fengesteinen. Für einen Granit lassen sich demnach die beiden Approxima
tionen, wie in Abb. A.1.8 dargestellt, formulieren. 

In größeren Tiefen erlangt die Druckabhängigkeit zunehmende Bedeu
tung. Für einen Temperaturbereich bis 200 °C und einen Druck bis 60 MPa 
(ca. 2200 m) konnten / 9 1 / mit der bei / 3 4 / beschriebenen Apparatur die 
Wärmeleitfähigkeiten von 18 Amphibolit- und 11 Disthen - Sillimanit -
Gneis Proben bestimmen und für die gemessenen Werte folgende numeri
sche Approximation ermitteln: 

•t*-koi 

A . 
+ 0.027- b- {z - 4 0 0 ) 

' l + K0-a,'(T- 20) 

es bedeuten: 

K0 Wärmeleitfähigkeit bei 20 °C und 10 MPa 

z Tiefe in m unter Geländeoberkante 

a, b materialspezifische Größen 

(AI .11) 

- A . 1 . 1 0 -

2.5- - i — i — i — i — i — i — i — r -

& 2.3-

0 

ÖD 

:cti 

CD 
r—H 

CD 

ß 
:cd 

2.0-

1.5-

Granit (LANDOLT & BÖRNSTEIN, 1967) 
A = - 6 . 5 E - 4 B = 3 .0E-7 C = 0 
Z = - 6 . 3 E - 4 

100 200 300 

T e m p e r a t u r , °C 

400 500 

Abb. A.1.8: Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von Granit und 
ihre numerische Approximation 

Nimmt man für einen Amphibolit und einen Disthen-Sillimanit-Gneis 
eine Wärmeleitfähigkeit (WLF) von jeweils 3 W/mK bei 20 °C und 10 MPa 
an, so resultieren nach Gl.(A. 1.11) die in den Abbildungen A.1.9 und A.1.10 
dargestellten Kurven. 

Effektive Wärmele i t fähigke i t 

Neben einer möglichst genauen Kenntnis der Wärmeleitfähigkeit des 
Festkornanteiles benötigt man für die Berechnung des Wärmetransportes 
in Fest- und Lockergesteinen vor allem auch Informationen über Anteil des 
Gesamtporenraumes und dessen Verteilung. Zu den beiden letztgenannten 
Einflußgrößen exitieren bereits eine Fülle von Detailuntersuchungen, / 6 4 / , 
/ 7 0 / , / 7 8 / , / 1 0 1 / , / 210 / , / 217 / . 
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T e m p e r a t u r , °C 
Abb. A.1.9: Druck- und Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von 

Amphibolit. 
3.3-

K(z,T) - K 0 / ( l + K0 • a • (T - 20)) + 0.027 • b • (z - 400) 

z •= Tiefe, Meier 

T «=• Temperatur, *C 

K„ = WLF bei 20 'C und 10 MPa 

100 

T e m p e r a t u r , °C 

200 

Abb. A.1.10: Druck- und Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von 
Disthen- Sillimanit- G neis. 

Im hier vorgestellten Modell wurden daher drei Näherungsverfahren zur 

A.1.12 

Bestimmung der effektiven Wärmeleitfähigkeit berücksichtigt. 3 Bei dem 
ersten Verfahren werden die Wärmeleitfähigkeiten der Porenraumfüllung 
und der Gesteinsmatrix, Kp und Kg, gewichtet, arithmetisch gemittelt: 

Keff = (1 - $g) Kg + $g KP (A.1.12) 

Die beiden von / 2 1 0 / vorgeschlagenen Verfahren tragen der unterschied
lichen Porenraumverteilung Rechnung. Demnach ist bei der Einfluß der 
Porenraumfüllung auf die effektive Wärmeleitfähigkeit bei Lockergesteinen, 
z.B. Kiesen und Sanden, am größten. Bei vielen Festgesteinen liegen die Po
ren als isolierte Hohlräume vor, sodaß sich die effektive Wärmeleitfähigkeit 
maßgeblich von der der Gesteinsmatrix ableitet. 

Modell 1: 

W / 
• ' ' 

«Mi ( i jti\ 
'*„(! - £*) + .*?• 

Modell 2: 

Abb. A. l . l l : Näherungsverfahren zu Bestimmung der effektiven Wärmeleitfähij 
keit nach /210/. 

In der Literatur werden natürlich wesentlich mehr Berechnungsverfahren 
beschrieben. Die meisten Methoden basieren auf — z.T. nicht sehr einfach 
nachzuvollziehenden — empirischen Annahmen. Der interessierte Leser sei daher 
auf FAROUKI(1986) verwiesen, der eine nahezu vollständige Übersicht aller 
dokumentierten Berechnungsmethoden gibt. 
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Gesteinsmatrix: 6,0 W/mK 

Porenraumfüllung; 0,6 W/mK 

gewichtetes, arithmetrisches Mittel 
Model 1 — Maximaleinfluß des Porenraumes 
Model 2 - Minimaleinflu/S des Porenraumes 

10 
T 
15 20 25 

Porosi tä t , [%] 

Abb. A.1.12: Einfluß der Porenraumverteilung auf die effektive Wärmeleitfähig
keit nach /210/ im Vergleich zum gewichteten arithmetischen Mit
tel. 

Für den Fall, daß die Porenräume mit einem Zwei- oder Mehrphasenge
misch gefüllt sind, wird die Wärmeleitfähigkeit der Porenraumfüllung durch 
gewichtete Mittelwertbildung berechnet. 

Wasser - Luft - Gemisch: 

Kp = (l- $)Ki + ^Kw 

Wasser - Eis - Gemisch: 

Kp = XeKe + XWKW 

Wasser - Eis - Luft - Gemisch: 

Kp = (1 - V)Kt + tt (XeKe + XWKW) 

(A.1.13) 

(AI .14) 

(AI .15) 

A.1.14 

Wärniekapaz i tä t : 

Betrachtet man lediglich den Kornanteil, so variieren die Wärmekapa
zitäten der häufigsten Gesteinsarten wesentlich geringer als deren Wärme
leitfähigkeiten. Bei sehr porösen Gesteinen spielt jedoch der Gesamtporen-
raum und der Wassersättigungsgrad eine entscheidende Rolle, da Wasser 
über eine etwa 5-fach größere Wärmekapazität verfügt. Die Wärmekapa
zität der meisten Gesteine korreliert positiv mit der Temperaturerhöhung. 
An Pulverpräparaten kann mittels eines Thermoanalysensystems die Tem
peraturabhängigkeit der Wärmekapazität recht genau gemessen werden. 
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Abb. A.1.13: Temperaturabhängigkeit der Wärmekapazität einiger paläozoischer 
Sedimentgesteine, Messungen mit dem METTLER Thermoanaly-
sensystem TA3000 

Für den in der vorliegenden Arbeit betrachteten Temperaturbereich 
erschienen die Änderungen im Vergleich zu der Genauigkeit, mit der 
man den Gesamtporenraum und den Wassersättigungsgrad bestimmen 
kann, zu gering, sodaß die Wärmekapazität des Gesteins als konstant 
angenommen wurde. Im folgenden werden für die wichtigsten Magmatite, 
Metamorphite und Sedimentgesteine die Wärmekapazitäten tabelliert. Die 
Meßtemperatur beträgt zwischen 0 und 30 °C. 
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Tab. A.1.4 Wärmekapazi tä ten wichtiger Erguß- und Tiefengesteine 

Gestein Wärmekapazität fJ/kgKj Quelle 

Granit 
Syenit 
Diorit 
Gabbro 
Porphyr 
Basalt 
Diabas 
Trachyt 
Tuffe 

800-816 
831 
810 
7204 

825 
858 
700 
870 
1240 

/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 
/A01/ 

Tab. A.1.5 Wärmekapazi tä ten wichtiger metamorpher Gesteine 

Gestein Wärmekapazität [J/kgKj Quelle 

Gneis 820-895 / A 0 1 / 
Schiefer 707 / A 0 1 / 
Tonschiefer 835 / A 0 3 / 
Mamor 750 / A 0 1 / 
Quarzit 700 / A 0 1 / 

aus dem Mineralbestand berechnet 

- A.1.16 

Tab. A.1.6 Wärmekapazi tä ten wichtiger Sedimentgesteine 

Gestein Wärmekapazität [J/kgK] Quelle 

Konglomerat 875 / A 0 1 / 
Sandstein 866 / A 0 1 / 
Sandstein, trocken 766 / A 0 2 / 
schluffiger Sand 846 / A 0 2 / 
Siltstein 854 / A 0 2 / 
Sand, 100 °C getrocknet 850 / A 0 1 / 
Sand, luftgetrocknet 873 / A 0 1 / 
Sand, fein, trocken 766 / A 0 2 / 
Sand, grob, trocken 766 / A 0 2 / 
Grauwacke, feinkörnig 790 / A 0 3 / 
Grauwacke, grobkörnig 770 / A 0 3 / 
Grauwacke, verwittert 800 / A 0 3 / 
Massenkalk 820 / A 0 1 / 
Kalkstein 908 / A 0 1 / 
Kalkstein, (-) 846 / A 0 2 / 
Mergel 866 / A 0 1 / 
Tone 800 / A 0 1 / 
Torf, 100 °C getrocknet 2123 / A 0 1 / 
Torf, lufttrocken 2215 / A 0 1 / 

/ A 0 1 / LANDOLT & BÖRNSTEIN (1967): 6. Auflage, Band III 

/A02/ FAROUQ ALI, S. M. (1970): Oil Recovery by Hot Water 

Flooding.- Producers Publishing Co., Inc. Bradford, PA. 

/A03/ Messungen mit dem Thermoanalysensystem TA3000 der Firma 

Mettler, Gießen, vergl. Abb. A.1.13. 

Sind die Wärmekapazität des Festkornanteiles des Gesteins, der 
Gesamtporenraum und der Wassersättigungsgrad bekannt, so kann man 
die effektive Wärmekapazität wie folgt berechnen: 

Ceff = $g ((1 ~ *)& + * (XeCe + XWCW)) + (1 - $ff) Cg (A.1.16) 
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Wärmeproduktion 

Durch den Zerfall radioaktiver Elemente und chemische Reaktionen 
produzieren bis auf wenige Ausnahmen nahezu alle Gesteine Wärme. 
Die Wärme radiogenen Ursprungs läßt sich nach RYBACH (1973), 
/ 1 7 3 / , überschlägig aus den Konzentrationen der radioaktiven Isotope der 
Elemente U, Th 5 und K 6 nach: 

Qrad = (0.178CV + 0.193C™ + 0.262CV) • 0.133p„ [ßW/m3] (AI .17) 

abschätzen. Während für die Temperaturprognose in größere Tiefen — 
Beispiel KTB — eine gute Vorstellung über die Wärmeproduktionsraten 
maßgeblich für die Qualität des Berechnungsergebnisses ist, kann man 
diesen Effekt bei der Kalkulation des Temperaturfeldes der obersten 100 m 
der Erdkruste vernachlässigen. 

Tab. A.1.7 Wärmeproduktion verschiedener Gesteine 

Gestein Wärmeproduktion [fiW/m3] Quelle 

Gneis 1.21-1.45 / A 0 1 / 
Amphibolit 0.37 / A 0 1 / 
Granit 6-9 / A 0 2 / 

/A01/ internes Arbeitspapier der Arge 4 des Kontinentalen Tiefbohrpro-
grammes: Prof. Dr. Hänel, KTB 

/A02/ Falkenstein - Granit/Oberpfalz, persönliche Mitteilung von Dr. 
Huenges, KTB-Feidiabor 

5 U und Th in ppm 
6 als Gesamtkalium in Prozent 

- A.1.18 

Anhang 2: 

D i a g r a m m e d e r S c h w a l b a c h e r K a l i b r i e r u n g s l ä u f e 

Die folgenden Diagramme präsentieren die Ergebnisse der Schwalba
cher Kalibrierungsläufe, die zugleich eine Parameterstudie über die in die 
Berechnung einfließenden, physikalischen Größen darstellen. Die berechnete 
Regeneration erfolgte erwartungsgemäß bei einer Wärmeleitfähigkeit von 
l.5W/mK am langsamsten und einer Fließgeschwindigkeit von 5 • 10~ 6 m/s 
1 am schnellsten. Bei allen Simulationsläufen mit Konvektion wurde eine 
konstante, auf den Modellosten (vergl. Kap. 3.3) gerichtete Grundwasser
fließrichtung angenommen. 
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Abb. A.2.1: Berechnete Regeneration nach 31-tägigem Wärmeentzug (Daten

satz 1, Tab. 5) 

entspricht bei einer durchflußwirksamen Porosität von 3 % einer Abstands
geschwindigkeit von 14.4 m/d 
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Abb. A.2.6: Berechnete Regeneration nach 31-tägigem Wärmeentzug (Daten
satz 6, Tab. 5) 
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Abb. A.2.7: Berechnete Regeneration nach 31-tägigem Wärmeentzug (Daten
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